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TRONG SÁCH 


/ * Phần hoạt động của học sinh. 

Tuý đói tuọng cụ thê' má giáo viên sú dụng. 
■ Kết thúc phần chứng minh. 






Tiệm cân 

Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thi của hàm số 


Sự đdng biến p nghrch biến cứa hàm số 

. . Cực tri của hàm số 
Giá tri lớn nhất và gìá tri nhó nhất của hàm số 
















sự ĐỔNG BIẾN, NGHỊCH BIẾN 

i * 

CỦA HÀM SỐ 


[ - TÍNH ĐƠN ĐIỆU CỦA HÀM số 

Ấ 1 

Từ đổ thị (KI ; H.2) hằy chì ra các khoảng tăng, giảm của hàm số y = COÌLV trên 


đoạn 


% _ 3ji 

2 ; T 


và của hàm sò jy -|jc| trèn khoảng (-00 ; +eo). 



Hinh ỉ 


Hình 2 


1. Nhắc lạỉ định nghĩa 


Kí hiệu K là khoảng hoặc doạn hoặc nửa khoảng. Giả sừ hàm sò' y = f(x) 
xác định trên K. Ta nói 

Hàm s ó y - /(.r) đổng biến (lãng) trên K nếu với mọi cặp 
x u x 2 thuộc Ằ' mà .V, nhó hơn x 2 thì /(-Vị) nhò hơn/(,v 2 ), tức là 

A) < x 2 /(.Vj) </{x 2 ) ; 


Hàm số y =Ậx) nghịch hiến (giảm) trên K nếu với mọi cặp x h x 2 
thuộc K mà Xị nhỏ hơn A*2 thì fU fj) lớn hơn/(A' 2 ), tức là 




=> /(■>,) > f(x 2 ) . 


x ì < - v 2 












Hàm số đổng biên hoặc nghịch biến trân K được gọì chung là 
đơn điệu trẽn K. 


NHẬN XÉT. Từ dinh nghĩa trẽn ta thấy 


a) fỤc) đổng biến trẽn K 
U'l * x 2 ) ; 


/t*2>-/U|) 

x 2 “ x \ 


>0 Va,, 


x 2 gK 


Â x ) nghịch biến trên K <=> 

(aị ^ A'2). 


/(*ĩ) -/(*]) 

X 1 - x ỉ 


< 0 Va,, 


x 2 sK 


b) Nếu hàm số dổng biến trên K thì đổ thị cùa nó đi lên từ trái 
sang phải (H.3a); 

Nếu hàm số nghịch biến trẽn K thì dổ thị của nó đi xuống lừ 
trái sang phải (H.3b). 




a > b) 

Hĩnh 3 


2. Tính đơn điêu và dấu cùa đao hàm 


4 » 

* ^xẻt các hàm số sau và đổ thị của chung : 






















a) 


Hình 4 


b) 


Xét dấu đạo hàm của mỗi hàm sò và điền vào bảng tương ứng. 

Từ đó hãy nẻu nhận xét về mối quan hệ giữa sự đổng biến, nghịch biến của 
hàm sổ và dấu của đạo hàm, 

Ta thừa nhộn định lí sau đây. 

ĐỊNH LÍ 

f Cho hàm số y —fi,x) có dạo hàm trên ~K. ” ^ 

a) Nếu f'(x) > 0 với mọi X thuộc K thì hàm sốfix) đồng biến 

trên K. 

b) Nếu f\x) < 0 với mọi X thuộc K thì hàm số/( à) nghịch 

^ biển trẽn ỈC _ J 

Tóm lại, trên K 

f\x) > 0 => f{x) đồng biến 
/'( x) < 0 => f(x) nghịch biến. 

Ví dụ L Tim các khoảng đơn điệu của hàm sô : 

a) y = 2 a 4 + I ; b) ỵ = siar (trốn khoảng (0 ; 2n)). 

GÌải 

a) TXĐ : R. 

Ta có y' - 8-v^, Báng biến thiên 















Vậy hàm số y = 2a 4 + ] nghịch biến trên khoảng (-00 ; 0), đổng biến trên 
khoảng (0 ; +oo). 

b) Xét trẽn khoảng (0 ; 2jt), ta có y' = C 0 SJC. 



Vậy hàm số y — sin* đồng biến trên cấc khoảng 


ệ 




nghịch biến trẽn khoảng 


Tĩ 3n\ 

2'f) 


3 


Khầng định nguục lại với định lí trên có đúng không ? 
Nói cách khác, nếu hàm số đổng biến (nghịch 
biến) trên K thì đạo hàm của nó có nhất thiết phải 
dương (âm) trên đó hay không 7 


Chàng hạn, xẻt hàm số y - (H.5). 


CHÚ Ý 


Hình 5 



Người ta dã chứng minh dịnh lí mở rộng sau dây. 

Giả sử hàm số y = f(x) có đạo hàm trên K. Nếu f\x) > 0 
u (*) - 0) V.v e K và f\x) = ũ chỉ lại một số hữu hạn điểm 
thì hàm sò dồng biến (nghịch biến) ỉĩén K. 


Ví dụ 2 . Tìm các khoảng đơn diệu của hàm số y = 2.r + 6x 2 + 6a - 7. 
Giãi. Hàm sô dã cho xấc định với mọi X e R. 

Ta có y’ = 6x 2 + Ỉ2x + 6 = 6{x + l) 2 . 













Do đó y = 0 <=> X - -1 và y > 0 với mọi X * -1 . 

Theo định ỉí trên hàm số luôn luôn đóng biến. 

II - QUY TẮC XÉT TÍNH ĐƠN ĐIỆU CỦA HÀM số 

1 . Quy tắc 

1. Tìm tập xác định, Tính f'(x), 

2. Tim các điểm tại đó/T v) bằng 0 hoặc f'(x) khồng xác dịnh. 

3. Sắp xếp các điểm dó theo thứ tự tăng dần và lập bảng biến 
thiên, 

4. Nêu kết luận vể các khoảng đổng biến* nghịch biến cùa hàm sò. 

2. Áp dụng 


Ví dụ 3. Xét sự dồng biến* nghịch biến cùa hàm số 



- 2x + 2. 


Giải, Hàm số xác dịnh vớí mọi x eR. Ta có 


y = X 2 - X — 2, y - 0 <^> 


"x = -I 

X =3 2. 



Vậy hàm số dồng biến trên cấc khoảng (-00 ; -1) và (2 ; + 00 )* nghịch biến 
trên khoảng (-1 ; 2). 






^ V — 1 

Ví' du 4, Tìm các khoảng đơn điệu của hàm sốy = ——-, 

X + I 

Gìdi . Hàm số xác định với mọi X * -I. Ta cổ 

. = u + l)-{x-l) = 2 

(-V+I) 2 (x+l) 2 ' 

y' không xác định tại X = — 1 . 

Bảng biến thiên 


X 

—00 — 

ĩ 4*00 

/ 

+ 

+ 

y 

+GO 




-00 


Vậy hàm số đổng biến trốn các khoảng (-00 ; -1) và (-! ; +oc). 


Vi dụ 5. Chứng minh rằng X > sinjr trên khoáng Ịữ;^j bằng cách xét 
khoảng dơn điộu của hàm số/tr) = x - sin X, 

Giai, Xét hàm sốf(x) = X - sin.* 0 < X < —1 1 ta có 

\ 2 / 

f'W = 1 - cos.r > 0 ự(x) = 0 chỉ tại Jf = 0) nên theo chứ ý trẽn ta có f(x) 
đồng biến trên nửa khoảng 


0:f|. 


Do đó, với 0 < X < * ta có f(x) - X - sinx >Jị 0) = 0 

/ K \ 

hay X > sin A trên khoảng 0 ;h. 

V 2 ) 


Bài tộp 


1. Xét sự dồng biến, nghịch biến của các hàm số : 

a) y = 4 + 3.1 - X 2 ; b) y = ịx* + 3x 2 - Ix - 2 ; 

c) y = X 4 ~ 2x 2 + 3 ; 


d) y = -JT 3 + X 2 - 5, 














2. Tim các khoảng đơn diệu của các hàm số : 


'à) y = 

c)y 


3.V + 1 

1-A' : 

= Va- 2 - -V - 20 


b) >' = 

d) V - 


A z - 2x 

t — X 

2x 


x 2 -9 


3. 


4. 


5. 


Chứng minh rẳng hàm số y = —— dổng biến trên khoảng (-1 ; 1) ; 

X 2 + 1 

nghịch biến trên các khoảng (-00 ; -I) và 0 ; + 00 ). 

Chứng mình ràng hàm sồ y = V 2x ~ X 2 dồng biến trên khoảng (0 ; 1) và 
nghịch biến trẽn khoáng {1 ; 2). 

Chứng minh các bái dẳng thức sau : 


a) tan X > X 


0 < 



b) tam > X + 


- 3 ' _ ỊỊÌ 

0 < X < -7 

2 ) 


BÀI ĐOC THÊM 



TÍNH CHẤT ĐƠN ĐIỆU CỦA HÀM s 


Ố 


Điều kiện đù về tỉnh chất đơn điệu của hàm số được chứng minh dựa vào định l( 
sau đây. 


ĐỊNH Lí LA-GRÃNG 


Nếu hàm số y = J(x) tiên tục trẻn đoạn [a ; h ] và có đạo hàm trên 
khoảng {ư ; h) thì tón tại một điểm V € (a ; b) sao cho 

fib)-f(a) = f'(c)(b-a) 


hay 


/(<•> = 


b ~ a 


Minh hoạ hình học : 

Nếu hàm số /(a) thoả mản các giả thiết của 
định ii La-grăng thỉ trên đó thị tồn tại điểm 
c mà tiếp tuyến tại đó song song với dây 
cung AB (H. 6). 



Hình 6 






















HỆ QUẢ 

Nếu F(X) = 0 vớỉ mọi .V thuộc khoảng (a ; b ) thi F(x) bằng hằng số 
trẽn khoảng đó. 

Chuĩĩg minh, xẻt đỉêm cổ định Xp € (íí; h). Với mỗi A'£ ( ít ; h), các gié thiết của 
định lí La~grăng được thoà mãn trôn đoan [x ữ ;x\ (hoặcU; x ữ |). Do đó tổn tai 

điểm ce(x Q ',x) (hoặCee(x; .Í Q )) sao cho FU)-F(x 0 ) = f 'UXx-x Q ). V\ Cũ(a-.b) 
nên FV) = 0. Vậy 

^( v)“ F(x 0 ) -Ohay F{x) - F{xq ) = const 
trên toàn khoảng (« ; b). 

ĐỊNH Ú 

^ Cho hàm số -y =~j{x) có đạo hàm trên khoảng (rt ; /í). ^ 

a) Nểum > 0 vớì mọì X e (« ; b) thì hàm số f(x) đồng biến trên 
khoảng đó ; 

b) Nếu f (a) < 0 với mọi X e {a ; h ) thi hàm số J{x) nghịch biến 

^ trẽn khoảng dó. _^.__ J 

Chúng minh. Lấy hai điểm bất kì x v x 2 (Xị <x 2 ) trên khoảng {a ; b). v\ftx) có đạo 
hàm trên khoảng (a ; /)) nên /Ịx) liẽn tục trên đoạn |jTj; AS [ và có đạo hàm trên khoảng 

(• f i; -»2 ) ’ 

Theo định lí La~grăng, ton tại một điểm f€(.Cj; Aj) c(íí;h) sao cho 

/ (í) = ——-——. Từ đó suy ra : 

x 2~ x ì 

a) Nếu/T-v) > 0 với mọl X e (a ; h) thì/(r) > 0 nên f(x 2 )> /(*,), Do đó,yw đổng 
biến trén khoảng (ít ; /j), 

b) Nếu /to < 0 với mọi X E ịư ; b) thì / V) < 0 nên f(x 2 )<f(x ] ). Do đó, Ịịx) 

nghịch biến trên khoảng (í/; b). ■ 


BAN CÓ BIẾT 



LA-GRĂNG (J. LAGRANGE 


) 


La-gràng là nhà toán học Pháp, xuất thân trong một gia 
đinh giàu có, nhựng trở nên khãnh kiệt khi ồng tưởng như 
sắp được thửa kế gia sản. Tuy nhiên, vể sau ông xem tai 
hoạ này là một điéu may mắn. 


4 



y, LaỊỊrange 















ổng nói : "Nếu được thửa kế một tài sản thì chắc là tôi không dảnh đời mình cho 
ioản học". 

ông nội La-grăng là người Pháp, bà nội là người 1-taHi-a. cả gia đinh ông đinh cư ố Tu-rìn 
(thủ phủ cùa xớ Phê-mông (Piémont) thuộc l-ta-li-a). 

La-grỗng được cử làm giảo sư toán học ỏ Trường Pháo binh Hoảng gia Tu-rỉn 
năm 19 tuổi, Tất cả các học trò đéu lớn tuổi hơn ồng. Cùng với những học trỏ ưu 
tú của mình, La-grãng đà lặp ra Hội nghiên cứu, tiền thân của Viện Hàn lâm khoa 
học Tu-rin. Tập báo cáo đẩu tỉẽn của Hội xuẩt hiện nâm 1759 khì ông 23 tuổi. 
Phần lớn những cõng trình tốt nhất công bõ trong tập san đầu này là của La-grăng, 
dưới nhiều bút danh khác nhau. 

Ở tuổi 23, La-grãng được coi là nhà toán học ngang hàng với những nhà toán học lớn 
nhất thời bấy giờ là ơ-le {Euler) và các nhà toán học họ Béc-nu-li (BernouHi). 

Theo lời giới thiệu cùa CHe, ngày 2-10-1760, khi mới 24 tuổi. La-grăng được bầu 
làm Viện sĩ nước ngoài của Viện Hàn lâm khoa học Bec-lỉn. vể sau, ơ-le và 
Đa-lâm-be (d'Alembert) còn vận động vua nước Phổ mời La-grâng sang Béc-lin 
làm nhà toàn học của Triều đình, 

Nãm 1764, lúc 28 tuổi, La-grẽng được glâì thưởng lớn vể bàì toán bình động cùa 
Mặt Trồng (là bài toán li giải vì sao khi chuyển động, Mặt Trăng luôn luôn quay 
một măt vể phía Trái Đất). 

Cảc nãm 1766, 1772, La-grăng liên tiếp nhận dược các giải thưồng của Viện Hàn 
lâm khoa học Pa-ri về cảc bài toán 6 vật thể, 3 vặt thể. 

Ngày 6-11-1776, La-grăng được vua nước Phổ - "vị vua lốn nhất chảu Âu" - đón 
tiếp nóng nhiệt và được cử làm Giám đốc Ban Toán Lí của Viện Hàn lâm Bec-lin. 

Năm 1787, Hoàng gìa và Viện Hàn lâm Pa-ri đón tiếp nồng hậu nhà toán học lớn 
la-grâng trở về và cấp cho ông một căn hộ đầy đủ tiện nghi trong điện Lu-vrơ 
(Louvre, nay là viện bảo tàng lớn ở Pa-ri). 

Nam 1788, à tuổi 52, ông công bổ kiệt tác của đời ống, bộ "Cd học giải tích", đề 
tài mà ông ấp ủ từ lúc 19 tuổi. 

Nhờ sự can thiệp cùa La-gràng, người ta đả không thừa nhận 12 thay cho 10 để 
làm cơ số cho mét hệ. 

Ông lập gia đinh hai lần. Bà vợ đầu mất sớm vi đau yếu. ở tuổi ngoài 50. La-grăng 
sổng cô đơn, sầu muộn. Năm 56 tuổi, ông được một thiểu nữ, con gái bạn ỏng là 
nhà thiên văn học Ld-mô-ni-ê (Lemonier), yêu và ngỏ lời muốn kết hôn với õng. 
La-grăng nhận lời, Cỗ đã dành cả cuộc đời trẻ trung, tươi đẹp của mình để chăm 
sóc ông, kẻo ông ra khỏi u sầu, thức tĩnh nơi ông lòng ham sống, Ông yêu tha 
thiết và cảm thây khổ sở mỗi khi phải tạm xa bà. ồng khẳng định rằng bà vợ trẻ 
dịu dàng, tận tuy là giải thưởng quý báu nhất trong mọi giải thưởng của đời ông. 

La-grăng được toàn thể nhân dàn Pháp tôn vinh. Có lần, Ta-lè-grâng (Tallegranđ), một 
vị tưởng, đã nói với cha của La-grâng : "Con ông, ngựởi con của nhãn dân Pháp, sinh 
ra ở Pi-ẽ-mông, đả làm vinh dự cho toàn thể nhản loại bời thiên tải của mình". 

La-grâng mất ngày 10-4-1813, thọ 77 tuổi. 



cực TRỊ CỦA HÀM SỐ 


I - KHÁI NIỆM cực ĐẠI, cực TlỂư 

1 

Dựa vào đó thỉ (H.7 ; H.8), hãy chỉ ra điểm tại đó các hàm số sau có giá trị ỉớn nhất 
(nhỏ nhất): 

a) v = “.r +] trong khoảng (^oo; + oc) : 



f [ 3^ 

và 

f 3 ì 


—; 4 

u 2 J 


u J 



xẻt dấu đạo hàm cùa cảc hàm sô đâ cho và điền vào các bảng dưới đây . 


-V 

-QC 

0 

+ 00 

v' 


y 

—aũ 

, I. 

-0D 


JT 

-00 

I 

3 

+00 

y' 


.V 1 


4 

^3 N 

Nà 0 / 

_+00 


ĐỊNH NGHĨA 

Cho hàm sđ y = /co xác định và liên tục trên khoảng (a ; h) (có thổ 
a là -co ; b là +=o) và diêm A 0 £ (</; h). 

a) Nếu tổn tại số h> 0 sao cho /to < /(a 0 ) với mọi X e (xq - h ; 
-Vq + //) và X * A 0 thì ta nói hàm sỐ/(a) đạt cực đạỉ tai A0. 

b) Nếu tổn tại số h > 0 sao cho /(.v) >/tv 0 ) với mọi X e (x 0 - ỉt; 
'*b + h ) và X * aq thì ta nói hàm số/to đạt cực tiếu tại A(J. 































CHÚ Ý 


1. Nếu hàm số /O) dạt cực đại (cực tiểu) tại *0 thì x 0 dược 
gọi là điểm cực đại (điếm cực liêu) của hàm số ; /Uy)được 
gọi là giá trị cực dại (giá trị cực tiểu) của hàm sỏ', kí hiệu 
\àfc&(fcrì' c °n diểm M{xq ; /{aq )) được gọi là điểm cực đại 
(dỉốm cực tiếu) của dồ thị. 

2. Các diêm cực dại và cực tiểu dược gọi chung là điểm cực trị. 
Giá trị cực dại (giá trị cực tiểu) còn gọi tà cực đại (cực tiếu) và 
đươc gọi chưng là cực trị của hàm sô'. 


3. DỖ dàng chứng minh được rằng, nếu hàm số V = /(A') có dạo 
hàm trẽn khoảng (ư ; b ) và dạt cực đại hoặc cực tiểu tại Aythì 


/’Cv 0 ) = 0. 


Ấ 2 

Giả sử AO dạt cực đại tại A 0 . Hãy chứng minh khẳng định 3 trong chủ ý trên bằng 


cách xét giới hạn tì số — 0 — —-— — khi Ax 0 trong hai trường hợp Av > 0 và 

Aỉ 


A.X < 0, 


ÍI - ĐIỀU KIỆN ĐỦ ĐỂ HÀM số CỎ cực TRỊ 

Ã * o , _ 

A ^ a) Sử dụng đổ thị, hãy xét xem các hàm sô' sau đây có cực trị hay không. 

• y - -2.X + 1 ; 


\v-jU-3) 2 (H.8). 

b) Nêu mòi liên hệ giữa sự tổn tại cực trị và dấu của đạo hàm. 
Ta thừa nhận định lí sau dây. 


DỊNH Lí 1 

f Giả SỪ hàm số y =/a) lìôn tục trủn khoảng K =(a'q - h ; Ay + h) N N 

và có đạo hàm trôn K hoặc trên K\ị A 0 ) T với ềi > 0. 

a) Nếu / \x) > 0 trẽn khoáng (a ơ - h ; A ữ ) và / ■(*) < 0 trôn 
khoảng (a 0 ; A 0 + h) thì A 0 là một điểm cực đại cùa hàm số/(a). 


b) Nếu / ’(a) < 0 trCn khoảng (x 0 - h ; A 0 ) và / ’(a) > 0 trên 
khoảng (a 0 Aq + /Ọ thì A 0 là một diém cực tiểu của hàm sổ/(a). 








Giai. Ta có/■(.*) = -2x ; f'(x) - 0 o X = 0. 
Bảng biến thiên 


X 

-00 


0 


+Ũ0 

f ’ix) 


+ 

0 

— 








/U) 

—00 




^ -00 


Từ bảng biến thiốn suy ra A' = 0 tà dỉểm cực đại của hàm số và đồ thị của 
hàm sồ' có một điêm cực đại (0 ; I) (H.7), 


Ví dụ 2. Tìm các điếm cực trị của hàm só 

* + -i 

y - , 3 - X 2 - .1 + 3 . 


Giải. Ta có / = 3.í 2 - 2 X — \ ; 


y' = 0 o 


JC = 1 


















Từ bảng biến thiẽn suy ra JC = —~là diêm cực dại, X = 1 là đicm cực tiểu 

3 

cùa hàm số dã cho. 


Ví dụ 3, Tìm cực trị cùa hàm số 


y “ 


3.V + 1 

X + 1 


Giải. Hàm sổ không xác định tại A' = — 1. 
2 


Ta có y' = 


>0 


(X + \y 



Mỉ 



Vậy hàm số dã cho không có cực trị (vì theo khảng định 3 của Chú ý trốn, 
nếu hàm số có cực trị tại J *0 thi tại đó y = 0). 

4 

Chứng minh hàm sỗ y = UI khồng có đạo hàm tại X = 0. Hàm số có đạt cực trí tại 
điểm đỏ khống ? 

- QUY TẮC TÌM CỰC TRỊ 

Áp dụng Định lí 1, ta có quy lắc tìm cực trị sau dây. 

QUY TẮC 1 

]. Tìm tập xác dịnh. Tính f'(x). 

2. Tìm các điểm tại đó f\x) bằng 0 hoặc /xo không xác định. 

3. Lập bảng biến thiôn. 

4. Từ bảng biến thiên suy ra các điổm cực trị. 

5 

Áp dụng quy tắc I. hãy tìm các điểm cực trị của hàm sò 


f(x) = x{x £ - 3 ). 


Ta thùa nhận định lí sau đây. 
ĐỊNH Lí 2 


Giả sừ hàm số y - f(x) có đạo hàm cấp 2 trong khoảng 
(jr 0 - /í; Xịy + /ỉ), với h > 0. Khi dó : 

a) Nếu f '(x 0 ) = 0, Y'X*o) >0 thìx 0 là điểm cực tiểu ; 

b) Nếu/'(J^) = 0. f”(x 0 ) < 0 thì x 0 là điểm cực dại. 








Ap dụng Định lí 2. ra có quỵ tác sau dâỵ dể tim các đicm cực trị của một hàm số. 
QUY TẮC [1 

1. Tìm tập xác định. Tính f'{x). 

2. Giải phương trtnh/Tv) = 0 và kí hiệu Xị ụ =1,2, là các 
nghiộm của nó. 

3. Tính/Tv) và f"{Xị). 

4. Dựa vào dấu của f"{Xị) suy ra tính chất cực tộ cùa diểm Xị . 
Vi dụ 4 . Tim cực trị cua hàm số 

-V 4 „ , 

/(V) = 2.V 2 + 6. 

4 

Giải . Hàm sô' xác định với mọi X e R. 

/■(.< ) = .V 3 - 4x = x(x 2 - 4) ; f'{x) = 0=> Xị = 0. x t = -2, JC 3 = 2. 

/ "(.v) = 3.f 2 - 4. 

j "(± 2) = 8 > 0 => A '2 3 = ± 2 là hai điểm cực tiểu ; 

í (0) = —4 < 0 ^ .V] = 0 là điổm cực dại. 

Kết íuậtì 

f(x) đạt cực tiểu tại x 2( 3 = ± 2 và f CT =f{± 2) = 2. 
f(x) đạt cực dại tại Xị = 0 và f CD =/(0) = 6. 

Ví dụ 5. Tìm các điểm cực trị của hàm %ốf{x) = sin2x. 

Giài. Hàm sô xác định với mọi X e R. 


f'{x) = 2cosZv ;/’U) = 0 c* 2x = ^ + in <=> X = ~ (ỉ 

2 4 2 

/ Mt (x) = -4sin2v. 


eZ). 


r 


K .71^ 
“- + /-r 

V4 2 




= “4 sin 


2 +/7t 


f -4 nếu / = 2Jt 
4 ncu / = 2k+] 


(keZ). 





Kết luận 

X = — + kn {k e Z) là các điểm cực đại eúa hàm số. 

4 

X = — + kTt(ke Z) là các điểm cực tiổu của hàm số. 
4 


Bài tộp 

1. Áp dụng Quy tắc I, hãy tìm các điểm cực trị của các hàm số sau : 

a) y = 2a 3 + 3a 2 - 36* - 10 ; b) y = A 4 + 2x 2 - 3 ; 

c) y = JC + - ; d) y = * 3 (1 - x) 2 ; 

X 

e) y - yíx 2 - X + 1 . 

2. Ấp dụng Quy tác 11, hãy tìm các điểm cực trị cùa các hàm số sau : 

a) y = A' 4 - 2x 2 + 1 ; b )y = sín2x -X ; 

c) y = siav + cos.v ; d) y = X 5 - X' - 2x + 1. 

3. Chúng minh rằng hàm số y = %/TvỊ không có đạo hàm tại X = 0 nhưng văn 

dạt cực tiêu tại diổm dó. 

4. Chứng minh rằng với mọi gìá trị của tham số ham sò 

y - A 3 - mx 2 - 2x + 1 

luôn luôn có một díểm cực đại và một điểm cực tiểu, 

5. Tìm a và b để các cực trị của hàm sổ' 

y “ Ậa 2 jr 3 + 2 ax 2 -9 X + b 

dều là nhũng số dương và Xq - -ị là điểm cực đại. 

.- . „ „ X 2 + mx + 1 . _ .. 

6. Xác dinh giá trị của tham sô' m đê hàm số y =-—— dạt cực dại 

■ ' X + m 

tại X - 2* 

■# 





GIÁ TRỊ LỚN NHẤT VÀ 

GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT CỦA HÀM SỐ 


I - ĐỊNH NGHỈA 


Cho hàm sổ' y — f(x) xác định trôn tập D. 

I a) Sò M dược gọi là gìá trị lớn nhái của hàm số y = f(x) trẽn 
tập D nếu f{x) < M với mọi X thuộc D và tổn tại ,ĨQ e D sao 
Ị cho f{x ị} ) = M. 

Kí hiệu M = max f(x). 

D 

b) Sỏ m dược gọi ỉà gíá trị nhỏ nhất của hàm sô y =f{x) trôn 
tập D nếu f{x) > m với mọi X thuộc D và tồn tại Xq € D sao 
cho f(Xịỵ) = m. 

Kí hiệu m = min f{x). 

D 

Ví dụ /. Tìm giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất của hàm số 


y = X - 5 + — 

X 

trên khoảng (0 ; + oo). 


_ Ị -2 _1 

GiẩL Trẽn khoảng (0; +< 0 ), ta có V ’ = I —— = -——— ; 

X 2 X 2 

y* = 0 <=> A' 2 - 1 = 0 <=> X = ĩ 


Bảng biến thiên 


X 

0 


1 


+GO 

y' 


- 

0 

+ 


V 

+00 


-3^* 


^JF+Cữ 


rừ bảng biên thiên ta thấy trên khoảng (0 ;+ 00 ) hàm số có giá trị cực tiểu 
duy nhất, đó cũng là giá trị nhỏ nhất cùa hàm sổ. 













Vậy min f(x) = -3 (lại X — 1). Khồng lổn tại giá trị lớn nhất cùa f(x) 
( 0 ;+®) 

trồn khoảng (0 ;+eo). 


II - CÁCH TÍNH GIÁ TRỊ LỚN NHAT VÀ GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT 
CỦA HÀM SỐ TRÊN MỘT ĐOẠN 

/ ^ixét tỉnh đồng biến, nghịch biến và tỉnh gịà trị lớn nhất, giả trị nhò nhất của hàm số : 

a) y = 2 trên đoạn [-3 ; 0]; 

b) y — —Ị trện đoạn [3 ; 5]. 


1. Định lí 

■ 


Mọi hàm sô' liên tục trỀn một đoạn đếu có giá trị lớn nhất 
và giá trị nhò nhất trôn đoạn dó. 


Ta thừa nhận dịnh lí này, 

Ví du 2. Tính giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất của hàm số y - stiur. 


a) Trẽn đoạn 


71 



Ịn 

6 


t 



Hỉnh 9 

















Từ đồ thị cùa hàm số y = siiur (H.9) t ta thấy ngay : 


a) Trên đoạn D - 


ta có 


n lít 
6 ’ 6 

' n) l 

TỈJ m V’ 


Từ dó maxy = 1 ;miny = 

D ũ 2 


K ' 




2j 


= 1 


f ln 
K 6 


1 

2 


b) Trên doạn E — 


K 


; 2 rt 


ta có 


vb / V 2 / \ 2 / 


0. 


Vậy maxy = 1 ; miny = -1. 
E E 


2, Quy tắc tìm giá trị lớn nhât, giá trị nhỏ nhât của hàm số liến tục 


trên một đoạn 



Cho hàm số 



+ 2 nếu - 2 < -V < ] 
nếu ] < X < 3 


có đổ thị như Hình 10. Hãy chỉ ra giá trị 
lớn nhất và gĩá trị nhỏ nhẩt của hàm sổ 
trên đoạn (“2 ; 3J và nêu cách tính. 


NHẬN XÉT 



Nếu đạo hàm /'CO giữ nguyên dấu trên đoạn [a ; b\ thì hàm số 
đổng biến hoặc nghịch biên trên cả đoạn. Do dòifỤt) dạt dược 
giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất tại các đáu mút của đoạn. 

Nếu chỉ có một số hữu hạn các điểm Xị (jfj < A‘ f+ |) mà tại dó 
f\x ) bằng 0 hoặc không xác định thì hàm sô* y = /(.r)đơn 

điệu trôn mỗi khoảng (Xị ;*,+[). Rô ràng giá trị lớn nhất (giá 

trị nhò nhất) của hàm sổ trèn đoạn ịu ; h] là số lớn nhát (số 

nhỏ nhất) trong các giá trị cùa hàm số tại hai đấu mút a, b và 
tại các điểm x t nói trẽn. 





















Quy tác 


1. Tim các điểm Xị, A '2 .x M trêỉì khoảng (íi ; h ), tại dó Ị '(x) 

bằng 0 hoặc f'(x) không xác định. 

2. Tính f(al /(*!), f{x 2 \...J{x n ) t m* 

3. Tim số lớn nhất M và số nhò nhất m trong các số trẽn. Ta có 

M =max/(.r),ffl = min/(x). 

|ứ;ftl [a:b\ 


CHÚ Ý 

Hàm số liên tục trôn một khoảng có thể không có gỉá trị lớn 
nhất và giá trị nhô nhất trẽn khoảng đó. Chẳng hạn, hàm sô' 

/(jc) = — không có giá trị lớn nhát, giá trị nhỏ nhất trên 
X 

khoảng (0 ; l). Tuy nhiên, cũng có những hàm số có gìá trị 
lớn nhất hoâc giá trị nhò nhất trên một khoảng như trong Ví dụ 3 
dưới đãy. 

Ví dụ 3. Cho một tấm nhôm hình vuông cạnh a. Người ta cát ở bốn góc bốn 
hình vuông bàng nhau, rổi gập tấm nhồm lại như Hình 11 để dược một cái hộp 
không nắp. Tính cạnh của các hình vuông bị cắt sao cho thể tích cùa khối hộp 
là lơn nhất. 



Hình ỉ Ị 

Giải . Gpi X là cạnh cua hình vuông bị cắt. 

Rỏ ràng X phai thoả mãn điểu kiện 0 < X <~. 

2 

Thể tích cùa khối hộp là 


V(x) = x(a - 2xý 


' _\ 

0 < X < -z 

2 ) 


















r a \ . . .. 

ỉ a phải tìm .Y(J € I 0; — sao cho VtXụ) có giá trị lớn nhất. 

\ 2 J 

Ta có ^X-y) = (<ĩ - 2 .y) 2 + ,r.2(a - 2*).(-2) = (a - 2A')(a - 6x). 


Trẽn khoảng Ị^o; “ 


, ta có 


V(x> = 0c? X = - 

6 


Bảng biến thíẽn 



-i ti * 

Từ bảng trên ta thấy trong khoảng 0 ; ^ hàm số có một điểm cực trị đuy 


a 


nhất là điếm cực đại X = -- nôn tạì dó V(.v) có giá trị lớn nhất: 

6 


max V(a) = 



R) 


2a 

27 


3 


Lập bảng biến thiên cùa hàm số f{x) = — 


1 +■ X ' 


Từ đó suy ra giả trị nhỏ nhất của f{.x) trén tập xác định. 


Bãi tập 


1. Tính giá trị lớn nhát, giá trị nhỏ nhất cùa hàm số : 

a) y = X 3 - 3a 2 — 9-V + 35 trên các đoạn Ị-4 ; 4] và [0 ; 5] ; 













b) y = X A - 3.V 2 + 2 trên các đoạn ỊO ; 3] và Ị2 ; 5J; 


2 

c) y = “——trên các đoạn [2 ; 4] và [-3 ; -2] ; 


1 - X 


đ} y = V5 - 4,v trôn đoạn [-1 ; I Ị. 

2. Trong số các hình chừ nhật cung có chu vi 16 cm, hãy lìm hình chữ nhật có 
diện tích lớn nhất. 

3. Trong tất cả các hình chữ nhật cùng có diộn tích 48 m 2 , hãy xác định hình 
chữ nhật có chu vi nhò nhất. 

4* Tính giá trị lớn nhất của các hàm số sau : 



b) y - 4jt — 3/\ 


5. Tính giá trị nhỏ nhát cùa các hàm số sau : 


a)y = UI ; 


b) y = X + — (jr > 0). 

X 


BÀI ĐOC THÊM 



CUNG LỒI, CUNG LÕM VÀ ĐlỂM UỐN 


1. Khái niệm vế cung lổi, cung lõm và điểm uốn 

Xét đổ thị ACB cùa hàm số y - /(.!') biểu diễn trên Minh 12. 

Gỉả sử đố thị có tiếp tuyến tại mọi điểm. 


y n 


A 



B 


Q 


Q 


c 


b 


X 


Hình 12 











Tại mọi điẽm của cung AC , tiếp tuyên luôn luồn ỏ phía trên của AC , Ta 

nói AC là một cung rồi. Nếu a là hoành độ cùa điểm A, c là hoành độ 
của điểm c, thì khoảng [a ; <■) đươc gọi là một khoảng lối của đó thị. 

Tại mọi điểm của cung CB , tiếp tuyến Juôn luôn ỏ phía dưới của CB 

Ta nóí CB \Ề một cung lỏm. Kí hiệu b lá hoành độ cùa điểm B thì 
khoảng {< ; />) được gọi lá một khoảng lõm của đổ thị. 

Đ^ểm phân cách giữa cung lổỉ và cung lõm được gọi là điểm uốn của 
đổ thị. Trên Hỉnh 12. c là một điểm uốn. 

CHÚ Ý 

1. Tại điểm uốn, tiếp tuyến đi xuyên qua đổ thì. 

2. Trong một sô giáo trình, nhât lè giáo trình Giải tích toán học ở 
Đại học, người ta gọi AC trên Hình 12 íà cung lõm và cè là cung lổi. 

2. Dâu hỉệu lốỉ, lõm và điểm uốn 
Ta có hai định lí sau đây. 

ĐỊNH LÍ 1 

^ Cho hám số V = ~fĩx) có đạo hàm cấp hai trẽn khoảng (ữ; /Ạ ^ 

Nếu f"(x)<0 với mọi V 6 (ơ; h) thi đó thị của hàm số lỗi trèn 
khoảng đó. 

Nếu /%v)>0 với mọi .ve («;/>) thì đổ thị cùa hàm số lõm trên 
khoảng đó. ____ J 

DỊNH Lí 2 

Cho hàm số y = /(.t ) có đạo hàm cấp hai trên khoảng {a ; lì) ^ 

và X G e (a ; b ). Nếu f"(x) đổi dấu khi X đi qua thì điểm 

M 0 (x 0 ; là điểm uốn cùa đồ thị hàm số đả cho, 

^-—- 1 -/ 

3, Ap dụng 

Ví dụ 1, Tìm các khoảng lổi, lõm và điểm uốn của đổ thị các hàm số : 

a ) y = - ị5 • b) y = - sin X trên đoạn [0 ; 2 tc]. 

Giải 

a) Tập xác định : M. 

Ta có y = 5.V 4 , /’= 2<Xv * * 3 . 

Bảng xét dấu f 

















Vậy trẽn đoạn đâ cho, đó thị hàm số lõm trên 
khoảng (0 ; Ti), lối trên khoảng (ĩt ; 2*), Điểm 
A(n ; 0) lả điểm uốn cùa đó thỉ hàm sổ 



Ví dụ 2. Tim các khoảng lói, lõm của đó thị hàm số 

x + \ 


Giải, Tập xảc đinh :R \ Ị1|. 

/ = 




x-ì 


, xác định vớì mọi X * I 


y" = —-—-, xác định với mọi .t * ]. 

(*-iỷ 


Bảng xét đấu y" 


X 

—co 


1 


+QŨ 

fl 

y 


- 

II 



Đồ thị của hàm số 


Loi 


Lõm 



Vậy đổ thị của hàm số lói trèn khoảng (-00 ; 1) và lõm trên khoảng {1 ; +co). 


* * 

























(Đó thị không có điểm uổn vì hàm số 
không xác định tại điểm .í = 1), 


3 . 




ĐƯỜNG TIỆM CẬN 

^_Ị_ ả 


I - ĐƯỜNG TIỆM CẬN NGANG 


1 

* ^Cho hàm sổ 


>-4-7 (H.16). 
x-\ 

Nêu nhặn xét vể vị trí các đường 
thẩng > = -1 và X = 1 so với đổ thị 
của hâm số. 



Ví dạ i. Vè đổ thị của các hàm sô' 


Hình ì 6 


í\x) = i + 2, s(jr) - 2. 
X 


















Nõn nhận xét vể đồ thị của hai hàm số đó và các giới hạn 

lim [f{x)-g(x)] t lim [/(*)-£(*)]. 

jt->+oo JT-+-Co 

1 

Giải. Tịnh tiến dô thị của hàm số y = — song song với trục Oy lên trên 2 

X 

đơn vị, ta được đồ thị của hàm số 

f(x) = 7 + 2. 

X 


Kí hiệti A í, M' lần lượt là các điểm thuộc đổ thị của f(x) ~ — + 2 và g(x) = 2 

X 

có cùng hoành dộ X (H. 17). Khi U i càng lớn thì các diểm M, M' trồn các dồ 
thị càng gần nhau. 

Ta có 


Hm [f(x) - gU)) = 

.V— 


lim 

.Í-M-CO 




+ 2 


\x 


= lim — — 0» 

.í—>+cc X 


Tương tự, lim [f(x) “ í(jc)] = 0. 

.V— 

Do đó lim [/(jr) - g(.v)j = lim [/(x) - g(x)J = 0. 

,v—>+oo x-*-eo 



Hình Ị 7 


CHÚ Ý 


Nếu lim fỤc) = lim fix) = /, ta viết chung là lim /(*) = /, 
- *— -x-*±x> 


JT—>+00 












ĐỊNH NGHĨA 


Cho hàm sồ' y = fix) xác định trẽn một khoảng vố hạn (là 
khoảng dạng (a ;+oo), (-00 ; h ) hoăc (-00 ;-H 3 ũ)). Đường 

thẳng y = y 0 là đường tiệm cận ngang (hay tiệm cận ngang) 
của đổ thị hàm số y =/U) nếu ít nhất một trong các điểu kiên 
sau dược thoả mãn 

lim /( V) = y 0 , lim f(x) = y 0 - 

jr—>+oc 


Trong Ví dụ I, dường thắng y - 2 tà tiệm cận ngang của đường hypcboỉ 
1 „ 

>’ = — + 2 . 

X 

Ví dụ 2. Cho hàm số 

/(.V)= 4-+1 


xác định trên khoảng (0 ; +oó). 

Đổ thị hàm số có tiệm cận ngang y = 1 vì 




lim f(x) - lim 

,v -> +00 ,V“> +tc 




1 


— ĩ= +1 


= 1 


J 


II - ĐƯỜNG TIỆM CẬN ĐÚNG 



2 

Tính lim 



-1 -^0 V. X 



và nêu nhận xét vể khoảng cách MH khí X 0 (H. 17). 


ĐỊNH NGHĨA 

Đường thầng X = Xq dược gọi là đường tiệm cận dứng (hay tiệm 
cận đứng) của dổ thị hàm sổ y - fịx) nếu Í! nhất một trong các 
điểu kiện sau dược thoả mãn 

lim /(a) = +oc, lim /ứ') = -00, 

.V->.ÍQ •*-»'<{) 

lim /(*) = — 00 , lim /(x) = +Q 0 . 

X -4 -Cọ X -» ÍQ 










Vi dụ 3. Tim các tiệm cận dứng và ngang của dồ thị (C) cùa hàm sồ' 

X- ] 

y = 7 -™* 

X + 2 

Giãi. Vì lim — ĩ = -00 (hoặc lim ——ị-= + 00 ) nên đường thẳng 


A—>-2 + ^ + “ 

X = -2 là tiệm cận dứng cùa (C). 


,- 2 " * + 2 



Ví dụ Tim tiệm cận đứng của dổ thị hàm sô' y = 


2-V + JC + 1 

2x - 3 


GidL Vì lỉm 


2x l + jr + 1 


2jt + X + 1 


= 400 (hoặc lim 

m + 2 - 1 '- 3 V 2x - 3 

' X \ 2 J '12] 

3 

đường thảng X = ị là tiệm cận dứng của dổ thị hàm số dã cho. 


= -co) nên 


Bàỉ tộp 


1. Tim các lỉộm cận của dồ thị hàm số : 

X 


a )y = 
c).v = 


2-X 

2x - 5 

5x - 2 


b)> 

d)>> 


—X + 7 
X + 1 

1 - 1 . 


















2. Tìm các liệm cận dứng và ngang của đổ thị hàm số : 


£ — X 

a)? = , ; 

9 - -V 2 

b)y = 

. .V 2 - 3.1 + 2 

c )>’ =-; 

.V + ì 

d)> = 


X + .ĩ + j 

3 - 2x - 5 jc‘ 

+ 1 

yTx-l' 



KHẢO SÁT Sự BIẾN THIÊN VÀ 

* 

VẼ ĐỔ THỊ CỦA HÀM SỐ 

__ m 


I - Sơ Đỏ KHẢO SÁT HÀM số 


1. Tập xác định 

lìm tập xác định của hàm sổ. 

2. Sự biên thiên 

* Xét chìéu biến thiên cùa hàm số : 

+ Tính đạo hàm ỳ ; 

+ Tìm các diôm tại dó dạo hàm >'■ bằng 0 hoặc không xác dinh ; 

+ Xét dấu đạo hàm ỷ vầ suy ra chiều biến thién của hàm số. 

* Tìm cực trị. 

* Tìm các giới hạn tại vô cực, các giới hạn vô cực và tìm tiệm cận (nếu có). 

* Lập bảng biến thỉổn. (Ghi các kết quả tìm dược vào bảng biến thiên). 

3. Đổ thị 

■ 


Dựa vào bàng biến thiên và các yếu tố xác dinh ờ trốn dể vẽ dổ thị. 







CHÚ Ý 


1. Nếu hàm số tuần hoàn với chu kì T thì chỉ cần khảo sát sự 
biến thiên và vẻ đổ thi trẻn một chu kì, sau đó tịnh tiến dổ thị 
song song với trục ỡ.v. 

2. Nén tính thỗm toạ dỏ một số diêm, dặc biệt là toạ độ các 
giao điểm của đồ thị với các trục toạ độ. 

3. Nên lưu ý dến tính đối xứng của đồ thị đc vê cho chính xác. 


II - KHẢO SÁT MỘT SỐ HÀM ĐA THỨC VÀ HÀM PHÂN THỨC 



1 

Khảo sảt sự biến ỉhìên và vê đổ thị của các hàm số đă học 


2 

y = ax + b, y — ax + hx + V 


theo sơ đổ trên. 

1. Hàm sô y “ ax 3 + bx“ + cx + d ( a * 0) 

Ví dụ ỉ. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đổ thị của hàm số y = X + 3.V - 4. 


i í 1 

Giai 

1) Tập xác định : R. 

2) Sự biến thiên 

* Chiều biến thiên 



Trên các khoảng (-00 ; -2) và (0 ; +oo), ý > 0 nên hàm số đổng biển. 
Trên khoảng (-2 ; 0), y' < 0 nên hàm sô' nghịch biến. 

• Cực trị 

Hầm sô' dạt cực dại tại X ~-2 \ y Cữ = y(-2) = 0. 

Hàm sô' dại cực tiểu tại X = 0 ; _ycT “ y(0) = “4- 



• Các giới hạn tại vổ cực 


lim y = lim .V* 


( 3 4 ^ 


X —> —oe 


I + - - 


•V 1 , 


- - 0 °, 


ì í 3 ẩ y 

lim y - lim _v' 1 + — —— , 

,v->+oo „v-»+oc ^ A A 3 J 


- +QO. 


• Bàng biến thiên 



3) Đồ thị 

Vì ,v 3 + 3x 2 - 4 = (a- - 1 )(.v + 2) 3 = 0 


<^> 



nên (-2 ; 0) và (! ; 0) ỉà giao điểm cùa đố 
thị với Ơ.V. 

Vi v(0) = -4 nén (0 ; -4) là giao điểm của 
đổ thị với Oy. Điểm đó cũng là điểm cực 
tiểu cua đổ thị. 



ĐỔ thị của hàm sổ dược cho trẽn Hình ỉ 9. Hình 19 

Lưu V. Đổ thị của hàm số bạc ba dã cho có lâm đối xứng là diểm / (H.19) 
Hoành dộ cùa điểm / là nghiệm của phương trình y" = 0. 


Ấ 2 

Khảo sát sự biến thiên và vẽ đổ thị của hàm số V = -Jf 3 + 3.1 2 - 4. Nêu nhận xẻt vế 
đo thị của hàm số này với đổ thị của hàm sổ khầo sảí trong Ví dụ 1. 


Vỉ dụ 2. Khảo sát sự biên thiên và vẽ đổ thị của hàm số 


>• = --V 3 + 3,v 2 - 4.1 + 2. 

Giải 

1) Tập xác định : R, 


















2) Sự biến thiẽn 
• Chiổu biến thiên 


Vì / = -3jc 2 + 6x - 4 = -3(JC - l) 2 - 1 < 0 với mọi X € E, 

nên hàm sô nghịch biên trẽn khoảng (—00 ; +oo), Hàm sô khổng có cực trị. 

• Giới hạn tại vô cực 


lim y = 


lim y - 

_t—>-<30 



X —>+oc 





- -*>, 


= +O0. 


• Bảng biến thìôn 


X 

—co +00 

ỳ 

— 

y 

► —00 


3) ĐỒ thị 

Đổ thị của hàm số cắt Ox tại (1; 0), cắt ỡy tại (0; 2). 
Đồ thị cùa hàm số được cho trên Hình 20, 



ỉ Ị ình 20 


















Dạng của đỏ thị hàm số bàc ba y = ax 3 + + cx + d ia * 0) 



2. Hàm sô y = ax A + bx 2 + c (a # 0) 

V/ </w Khảo sát sự biỗn thiên và vẽ đồ thì của hàm sớ y — — 2x 2 — 3. 

jnr * ■ 

Giai 

1. Tập xấc dịnh : R, 

2. Sự biến thiên 

• Chìéu biến thìỗn 


X = t 

.r = —[ 
* = 0 . 


/ = 4;^ - 4jc = 4x(x 2 - 1); y' m 0 













































Trên các khoảng (-] ; 0) và (I ; +oo), y > 0 nẽn hàm số dồng biến. 
Trên các khoảng (-00 ; -]) và (0 ; I), ỳ < 0 ĩìùn hàm sò nghịch biến. 

• Cực trị 

Hàm số có hai cực tiểu tại X = ±1 ; y CT = y(± 1) = -4. 

Hàm sớ có một cực đại tại X = 0 ; y CD = y(0) = -3. 

• Giới han tại vô cực 


4 

lim y = lim X 


' 2 


_r 


x-*-ao 


ì - 


lim y = ỉ im X 

V —> +00 X —>-+00 


\2 


X*J 


X 1 Jt 4 } 


- +CO, 


= + 00 . 


Bảng biến thiên 



X 

—00 


-l 


0 


1 


+QG 

ỳ 


— 

0 

+ 

0 

— 

0 

+ 


y 

+00 ^ 






-4 


^+<X) 


3. ĐỐ thị 

Hàm số dã cho là hàm số chán, vì 

rt-jr> = <-*) 4 - 2 (-XÝ - 3 

= X* -2.Ĩ 2 -3 = yU). 

Do đổ, đồ thị nhận Oy làm trục dối xứng. 

Đổ thị cắt trục hoành tại các điểm (>/3 ; 0) 
và(->/ 3 ; 0), cắt trục tung lạt điểm (0; -3) (H. 21). 

4 

Khảo sát sự biến thiên và vẽ đổ thị của hàm số y - -X 4 + 2x 2 + 3. 

Bằng đổ thị, biện luận theo m số nghiệm của phương trinh -X 4 + 2a 2 + 3 = m. 

Vỉ dạ 4. Khảo sát sự biến thi ôn và vẽ dồ thị của hàm số 


















Giải 

1. Tập xác định : E, 

2. Sự biến thìẽn 

* Chiều biến thiên 

ỳ - -2jc 3 - 2x = -2x(x* + \ ) ; / = 0 c> X = 0. 
Trôn khoáng (-CO ; 0), / > 0 nôn hàm số' đổng biến, 

Trẻn khoảng (0 ; + 00 ), y < 0 nên hàm số nghịch biến. 

•Cực tri 

* # 


Hàm số đại cực đại tại X = 0, y CD - y(O) 

2 

Hàm số khổng có điểm cực tiểu. 

• Giới hạn tại vô cực 


l im y - lim 

r-+±00 *->±qo 

Bảng biến thiện 

X 1-00 


—X 


(11 3 V 

+ .V 2 " 2x* J I 


= - 00 , 


0 


+00 


0 


-00 



-00 


3. Đổ thị 

Hàm số đã cho là hàm số chẩn vì 


„v (—jr) , .2 . 3 

*- x)= 2 - ( ~ 4+ 2 


X* 2 3 _ , , 

2~ x + 2 ■ y(jr) - 


Do đó, dổ thị nhận Oy làm trục đối xứng, 

Mặt khác, y = 0 « ~x* - 2jt 2 + 3 = 0 

o — (a’ 3 — 1 )(jr* + 3) = 0 o jr = ±1 
ĐỒ thị cắt trục hoành tại các điểm (-1; 0) và (1 ; 0), 
cát trục tung tại điểm (0 ; —) (H. 22). 



Hỉnh 22 















* ầ T , 'T 

Dạng của dồ thị hàm sỏ y - ax‘* + hx + c {a # 0) 



ư > 0 

a < 0 

Phương trình 

y=0 

có ba nghiệm 
phân biột 

y) 

\; 

u 

y i 

ũ 

4 


\J X 

1 ° 

r 

Phương trình 

y '-0 

có mội 
nghiộm 

y 

L 

1 

y 

f 

■ 

k . 

N 

ự 

1 ° 

\ 


Ấ 5 

^ * Lấy một ví dụ vể hàm sò dạng y = ax 4 +kx 2 +c sao cho phương trình y* = í) chỉ có 
một nghiêm. 


3. Hàm số y = — - - --- ầ (c 0, aá — bc * 0) 

cx 4 - d 

-x + 2 

Ví dụ 5. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị cùa hàm sốy = . 

* ■ ' x+1 

Giái 

1* Tập xác định : R \ {—l}. 

2. Sự biến thiên 

• Chiổu biến thiôn y =-———=-- =- —T ; 

(X + ì) 2 (x + ì) 2 

y' khống xấc định khi X = -1 ; / luôn ỉuốn âm với mọi x*~l. 

























Vậy hàm số nghịch biên trên các khoảng (“00 ; -1) và (—1 ; +oo). 
* Cực trị 

Hàm số dã cho khỏng có cực trị. 


• Tiệm cận lim y = lim = - 00 . 

X-Ì—V x + I 

lim y = lim - — = +00. 

x^-\ + x-*-ì* * + l 

Do đó, đường thảng X = -\ là tiệm cân đứng. 

lim y = lim + ~ = -1. 

X ->±30 X —>ìoo X + ] 

Vậy dường thẳng y = -1 là tiệm cận ngang. 

• Bàng biến thiên 



3. Đổ thị 

Đổ thị cắt trục tung tại diểm (0 ; 2) và cắt trục 
hoành tại điểm (2 ; 0) (H. 23). 

Lưu ý. Giao điểm cùa hai tiệm cận là tâm 
dòi xứng của dổ thị. 



o 


ỉ 2 















Ví dụ 6. Khíio sát sự biến thiên và vẽ dồ thị của hàm sò 

X — 2 


y = 


2x + ] 


Giải 


1. Tạp xác định : R \ . 

2. Sự biến thiên 
• Chiều biến thiên 


* 

y = 


2a + 1 - 2(,y - 2) 
(2x + D 2 


(2x + 1 ) 


2 ; 


1 


y không xác dịnh khi X - — ; 

2 

y' luôn luòn đương với mọi X # 


Vậy hàm số đổng biến trên các khoảng 

• Cực trị 

Hàm sô dã cho không có cực trị. 

• Tiệm cận 




1 


I 




-oo; “X và + 00 

2j 2 


lim y m lim ị —X = +00 ; 


( 4 ) ' 44 ) 


- 2.V + 1 


lim y = lim Ậ —— = -oo. 


X - 


ar -(4) 


J \+ 2x + 1 


1 

Do đó, đường thảng X - là tiệm cận đứng, 

2 


.. X — 2 1 

lìm y — lim —-- = —. 

.V—>±00 X— ►±oo2a + 1 2 


Ị 

Vậy dường thảng y = 7 - là tiệm cận ngang. 

2 












Dạng cúa dồ IhỊ hàm sở y - — - - (c * 0, ad-bc* 0) 

cx + d 































III - sự TƯƠNG GIAO CỦA CẤC Đồ THỊ 

Ấ 6 

Tim toạ độ giao điểm của đô thị hai hàm số 

V = V 2 + 2a ~ 3. 

>■ = -X 2 ~x + 2 . 

Giả sử hàm sò V —fix) có đồ thị là (Cj) và hàm số ỵ = g{x) có đổ thị là (C 2 ). 
Để tìm hoành độ giao điểm của (C,) và (C 2 ), ta phải giải phương trình/tư = ựư- 
Giủ sù phương trình trên có các nghiêm là A'| » ... Khi đó, các gỉao dìẽm 
của (C|} và (C 2 ) là Mq(Xq ;/t*o))» MẠx I ;/U'i)). 


Ví dụ 7. Chứng minh rầng dồ thi (C) của hàm số 

X - l 

'“771 

luôn luòn cắt đường thảng (í/): y = m - X với mọi giá trị của m. 

Giải, (C) luỏn cẳt {tỉ) nếu phương trình 

—Ị = (1) 

-T + I 


có nghiệm với mọi m. 
Ta có 


X - 1 
X + 1 


= m — X <=> L 


CD < 


X - I = (-t + l)(m - x) 

X * 

X 2 + (2 - m)x - m - 1 
X * “1 


= 0 . 


( 2 ) 


Xét phương trình (2), ta có ủ -m 2 + 8 > 0 với mọi giá trị của m và X = -1 
khống thoả mãn (2) nủn phương trình luôn có hai nghiệm khác -1. Vây (C) 
và {(ỉ) luỏn cắt nhau tại hai điếm. 


Ví du 8 

a) Vẽ đổ thị của hàm số 

y - x' + 3x 2 - 2, 







b) Sử dụng dò thị, biện luân theo tham số m số nghtộm của phương trình 

A- 3 + 3a- 2 - 2 s= m. (3) 

Giai 

a )y’ = 3 a 2 + 6 a 

y = 0 o A = 0, X - -2, 

Dồ thi có điểm cực dại là (-2 ; 2) và điổm 
cực tiểu là (0 ; - 2 ). 

Đổ thị của hàm s 6 y = .V 3 + 3.V 2 - 2 dược 
biêu diên trẽn Hình 25. 

b) Sô' nghiệm của phương trình ( 3 ) bằng số 
giao điếm của đổ thị hàm sớ V = V 3 + 3a 2 - 2 Hình 25 

và đường thảng y = m. 

Dua vào đổ thị, ỉa suy ra kêt quả biện luận vể số nghiệm của phương trình (3). 
m >2: Phương trình (3) có một nghiệm. 
m ~ 2 : Phương trình (3) có hai nghiêm. 

-2 < m < 2 : Phương trình (3) có ba nghiồm. 
m = ~2\ Phương trình (3) có hai nghiệm. 
m < -2 : Phương trình (3) có một nghiêm. 



Bài tập 

1. Khảo sát sự biến thiẽrt và vẽ đồ thị của các hàm sổ bậc ba sau : 

a) y - 2 + 3a - A 3 ; b) .V = -A 3 + 4a- 2 - 4x ; 

c ) y - -V 3 + X 2 + 9a ; đ) y = 2a 3 + 5. 

2. Khảo sát sự biên thiên và vẽ đồ thí của các hàm số bậc bốn sau : 

3) .V = -A-‘’ + 8a 2 - 1 ; b) V = A- 4 - 2 a 2 + 2 ; 


d) y = 2 V 2 - x\ 






3. 


4. 


Khảo sát sự biến thiẾn và vẽ dồ thị của các hàm số phân thức : 


a) y = 


X + 3 
-v-1 : 


b) 


V = 


1 -2x ' 

2x - 4 ’ 


c) 


y = 


-JC + 2 

2777 


Khảo sát sự biến thiên và vẽ đổ thị cúa hàm số. Từ dỏ thị tìm số nghiệm 
của các phương trình sau : 

a) .V 3 - 3.V 2 +5 = 0; b) -27 + 3.V 2 -2=0; 


c) 2 V 2 - .V 4 = - 1 . 

5. a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ dổ thị (C) cùa hàm số 

y = —V 3 + 3jc + l. 

b) Dựa vào dô thị (C) t biện luận về số nghiệm của phương trình sau theo 
tham sổ m 

7 - 3.V + m = 0. 


6» Cho hàm số 

nix — 1 
V = —- 

2.1 + m 

a) Chứng minh ràng với mọi giá trị cùa tham số m, hàm số luôn dồng biến 
trên mỗi khoảng xác dịnh cua nó. 

b) Xác định m đc tiệm cận đứng của dó thị di qua /4(-1 ; -v/2). 

c) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đổ thị cùa hàm s ố khi rrĩ - 2. 

7. Cho hàm số 

V = -.V + ỷr + m. 

' 4 2 

a) Với giá trị nào của tham số m, dồ thị của ham sổ đi qua đtôm (-1 ; 1)7 

b) Kháo sát sự biến thiẽn và vẽ đồ thị (C) của hàm sổ khi m - 1. 

7 

c) Viết phương trình tiếp tuyến của (C) tại diểm có tung dộ bống —. 


8 . Cho hàm sổ 

y = 7 + {m + 3)7 + ! - m (m là tham số) 
có dồ thị là (C m ). 

a) Xác định m dổ hàm số có điểm cực dại là V = — 1. 

b) Xác định m đé đồ thị (C m ) cắt trục hoành tại diểm X = -2. 



9. Cho hàm số 


(m + 1 ).v - 2m + I _ 

y - — --———-{w là tham số) 

A - 1 


có dổ thị là (G). 

a) Xác định m để d6 thị (O đi qua điểm (0 ; -1), 

b) Khảo sát sự hiến thiên và vẽ đồ thị của hàm sô' với m tìm được. 

c) Vìếi phương trình tíốp tuyến của dổ thị trôn tại giao dìểm của nó với 
trục tung. 


Ôn tạp chương 1 

1* Phát biếu các diéu kiên dồng biến, nghịch biến cúa hàm số. Tìm các 
khoảng dơn điệu của các hàm số 

3 ĩ 7 2 -7 

V = —X + 2a - -V - 7, 

V - 5 

.v = 777‘ 

2. Nêu cách tìm cực dại, cực tiểu của hàm sổ nhờ dạo hàm. Tìm các cực trị 
cùa hàm số 


y = A' 4 5 - 2a 2 + 2. 

3, Nêu cách tìm tiệm cận ngang và tiệm cận dứng của đồ thị hầm số. Áp dụng 
để tìm các tiệm cận của đồ thị hàm số 

2a- + 3 

V = — 

2 - X 

4, Nhắc lại sơ dồ khảo sát sự biến thiên và vẽ đổ thị của hàm số. 

■ ■ ¥ 

5, Cho hàm số ỵ = 2x 2 + 2mx + m - 1 có đổ thị là (C, M ), m là tham số. 

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đố thị của hàm số khi m - t. 

b) Xác định m để hàm sô : 

i) Dồng biến trên khoảng (-1 ; + 00 ); 
ìì) Có cực trị trên khoáng (-1 ; + 00 ). 

c) Chứng minh rằng (C nj ) luôn cắt trục hoành tại hai điểm phân biệt với 


rnoi m. 



6. a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ dô thị (C) cùa hàm số 

/í-v) - -V 3 + 3 a- 2 + 9.V + 2. 

b) Giải bất phương trình f’{x - 1) > 0. 

c) Viết phương trình tiếp tuyến của dồ thị (C) tại điểm có hoành dộ biết 
rằng f"(x {) ) = -6. 

7. a) Khảo sát sự biến thiện và vẽ đồ thị (C) cúa hàm số 

y = X* + 3a 2 + l. 

b) Dưa vào dồ thị (C), biện luận sô nghiệm của phương trình sau theo m 

X + 3,r + 1 = -“. 

2 

c) Viết phương trình dường thẳng đi qua điểm cực dại và điểm cực tiểu cùa 
đổ thị (C). 

K. Cho hàm số 

f(x) - X* — 3 mx 2 + 3(2m — [ )x + 1 {m là tham số), 

a) Xác dinh m dè hàm số đỗng biến trên tập xác định. 

b) Với giá trị nào của tham số m, hàm số có một cực đại và một cực tiêu ? 

c) Xác dinh m dế f"(x) > 6.V. 

9. a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ dồ thị (C) của hàm số 

ĩ í 1 „4 2 3 

f{x) = ~x - 3.1 + Ỷ 

b) Viết phương trình tiếp tuyến của dỏ thị (C) tại điểm có hoành đô là 
nghiệm cùa phương trình f"(x) = 0. 

c) Biện luận theo tham số m số nghiệm cùa phương trình X* - 6-V 2 + 3 — m. 

10. Cho hàm số 

y = -,v 4 4 - 2m.v 2 - 2m + í (m là tham số) 

cỏ đổ thị là (C m ), 

a) Biện luận theo m số cực trị của hàm số. 

b) Với giá trị nào của m thì (C m ) cất trục hoành ? 

c) Xác định m đé (C w ) có cực dại, cực tiểu. 



11« a)) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đổ thị (C) của hàm số 

+ 

X + 3 

y = ~~7’ 

X + 1 


b) Chứng minh rằng vớí mọi giá trị của m đường thẳng y — 2x + m luón 
Cắt (C) tại hai điểm phần biệt M và N, 

c) Xác định m sao cho dộ dài MN lù nhò nhất. 

d) Tiếp luyến tại một điểm s bất kì của (C) cắt hai tiệm cận cúa (C) tại p 
và Q. Chứng minh rằng s ỉà trung dỉếm cùa PQ . 

12* Cho hàm số 


f{x) = ị-x* - yx 2 - 4.1 + 6. 
- ^ 2 


a) Giải phirong trình /'(sin x) = 0. 

b) Giãi phương trình /"(cosx) = 0. 

c) Viẽt phương trình tiôp tuyến của dổ th: hàm số đã cho lại diêm có hoành 
độ là nghiệm của phương trình /"(x) - 0. 


Bãi tộp trắc nghiệm 


Chọn khẳng định đúng trong cúc hài sưu dùy. 

1. Số điếm cực trị cùa hàm số y = - X + 7 là : 


(A)l; (B) 0 ; (C) 3 ; 

2. SỐ điém cực đại của hàm số ỵ — X 4 +100 là : 
(A) 0 ; (B) 1 ; (C) 2 ; 


(D) 3. 


(D) 2. 


^ Ị _ ỵ 

3. Số đường tiệm cận của đồ thị hàm số y — —— là : 

l + X 

(A) 1 ; (B) 2 ; (C) 3 ; 


<D) 0. 




4. Sô khoáng dỏng biến của hàm số y - ——— là : 

X + 3 

(A) I ; (B) 0 ; (C) 2 ; 

5. Tícp tuyên tại điểm cực tiểu của dồ thị hàm sỏ 

v _ i _ 2x 2 + 3x - 5 
3 

(A) Song song với đường thẳng X = 1 ; 

(B) Song song với trục hoành ; 

(C) Có hệ số góc dương ; 

(D) Có hệ số góc bằng -l. 


(D) 3 . 





rc^Hàm sô' mũ, Hàm số lôgarit 
hương trình mũ và phương trình iôgarỉt 


ị ^Bất phương trình mũ và lôgarit 



















LUỸTHỪA 


I - KHÁI NIỆM LUỸ THỪA 

1. Luỹ thừa với số mũ nguyên 

^ 1 

Tinh (1.5) 4 :[-!]' ; (V5) S - 


Cho n là một số nguy ồn đương. 

Với a là số thực tuỳ ý, luỹ thừa bậc n của a là tích của n thừa số a 



Với a * 0 



Trong biểu thức<i m , ta gọi a là cơ số, m là sứ mũ. 
CHÚ Ý. 

0°và <r" khồng có nghĩa. 


Ví dụ /. Tính giá trị của biểu thức 

.-to 

4 = 1 - 


Giấỉ. 4=3 


10 I 


ỊjJ 2T 3 + (0,2)^. 25” 2 + 128" 1 . 

I 1 1 .g „ 


, \-9 


1 

^ 2j 


27 3 + 0,2 4 ’ 25 2 + 128 


2 =3+ 1+4 = 8. 


Ví dụ 2. Rút gọn biểu thức 

aS 2V2 


B = 


(1 +<ỉ 2 ) 1 


a 


-1 


li 


-3 


1 -a 


-2 


(a * 0, a * ±1). 




















I 


Giai. Với a # 0, ti * ±1, ta có 

B = [ư*v/2(l + í 2 ') — 2>/2ơ]. ^ 

(/ (1 - tì ) 

= (ư^ỊĨ + íí^VĨ “ hiyỊĨ .)—;- 

a' - 

= ư\ỊĨ{a^ - 1 )-^-- ■&■ 

a(ư 2 -1) 


2. Phương trình x fí = b 



2 


Dựa vào đồ thị của các hàm số y = X 
số nghiệm cùa các phương trình V 3 = 

y* 

^ 1 3 

1 y = X* 

ỉ 

II 

1 

1 

-1 

/ 1 
/ 1 

\ỵb 

i X 

-ì 

' 

Hình 26 


= A 4 (H.26, H.27), hãy biện luận theo b 



Đổ thị của hàm số y - x 2k+ỉ tương lự dồ thị hàm số y = -V 3 và dồ thị hàm số 
ỵ — tương tự dỏ thị hàm sõy =■ X* . Từ dó la có kết qua bìộn luận số 

nghiệm cùa phương trình X n = h như sau : 

a) Trường hợp n lẻ : 

Với mọi số thực h % phương trình có nghiệm duy nhất. 

b) Trường hợp n chán : 

Với b < 0, phương trình vô nghiệm ; 

Với b = 0, phương trình có một nghiệm X = 0 ; 

Với b > 0 phương trình có hai nghiêm trái dấu. 











3. Cần bậc n 

■ 

Cho số nguyên dương /Ị, phương irình 

a = f? 

đưa đến hai bài toán ngược nhau : 

* Biết a, tính b . 

* Biết b> tính a. 

Bàì toán thứ nhất tà tính luỹ thừa của một số. Bài toán thứ hai dẫn dến 
khái niệm lấy cân cùa một sổ. 

a) Kháỉ niệm 

I Cho số thực b và số nguyên dương n > 2. Số ơ được gọi là 
cản bậc n của số b nếu a ri = b. 

Chảng hạn, 2 và -2 ià các căn bậc 4 của 16 ; -“là căn bậc 5 cùa 

Từ định nghía và kết quả biôn ỉuận vể sò nghiệm của phương trình x n = b , 
ta có : 

Với tì lẻ và h e R, phương trình có duy nhất một căn bậc n cùa b, kỉ hiệu là yỉb. 

ỵb < 0 : Không tổn tại cản bậc n cùa h ; 

Với tì chẵn^—b = 0 ; Có một cần bậc tỉ của b là số 0 ; 

> 0 : Có hai cãn trái dấu, kí hiộu giá trị dương 1 ầyíb , còn 
giá trị âm ìã-^íb . 
b) Tính chát của căn bậc n 
Từ định nghĩa ỉa có các tính chất sau : 
yfỡ . y/b = yfãb ; 

5^ _ JỊặ. 

ỉ> ~fb ' 

(^r = ; 



nỊ^iỉ _ íứ, khi n lẻ 

[lơi, khi n chẩn ; 

Ã’ _" 

* ^4Chứng minh tính chất thứ nhất. 

Vi dụ 3. Rút gọn các biểu thức : 

a) 5 / 4 .3^8; b)ìỊĨJĨ. 

Giới 

a) \/4.Ặ^8 = ĩf~32 = ìj(-2Ỷ = -2. 

b) ^/3 = ^(V3) 3 =V5. 

4. Luỹ thừa với sô mũ hữu tỉ 


Cho số thực a dương và sứ hữu tỉ r — —, 

n 

/í G N . Luỹ thừa của a với sô IĨ1Ũ r ỉà sô a 




\_ 

a n = yfã (a > 0, n > 2). 
Ví dụ 5. Rút gọn biểu thức 


5 5 

p- i^ + ỹ 


trong đó /77 e z, 
xác định bởi 


u,> > 0). 











Giải. Với X và y dương, Iheo định nghĩa, ta có 

L i 

„ _ '>’(- V 4 + >' 4 ) _ mi 

D = ——— = .ĩ? 

v 4 + ỵ4 


5. Luỹ thừa với số mủ vô tỉ 

ở lớp dưới, ta đã biết sò yỊĨ là một số vổ tỉ được biểu diền dưới dạng 
số thập phản vô hạn không tuân hoàn : 

yỊĨ = 1,414 213 562... 

Gọi >„ là số hữu tỉ thành lập từ n chữ số đầu tiên dùng để viết yỊĨ ờ dạng 
thập phân, tì = 1,2,...» 10. 

Sử dụng máy tính, ta tính dược y*' tương ứng. Ta có bảng ghi các dãy số 
0‘ T ) và (3 r ") với n = 1,2. 10 như sau : 


tỉ 

r n 

3 r - 

1 

1 

3 

2 

1.4 

4.655 536 722 

3 

1 41 

4,706 965 002 

4 

1,414 

4,727 695 035 

5 

1,4142 

4,728 733 93 

6 

1,414 21 

4,728 785 881 

7 

1,414213 

4,728 801 466 

8 

1,4142135 

4.728 804 064 

Ị 9 

1,414 213 56 

4,728 804 376 

: 10 

1.414213562 

4,728 804 386 


Người ta chứng minh dược rằng khi n —> 400 thì dãy số (3 r ") dân dên một 
giới hạn mà ta gọi là 3 . 

Sử dụng máy tính bò túi (có mười chữ sổ thập phân), ta có 

3^ m 4,728 804 388. 








Cho ư là một số dương, a là một số vô tỉ. Ta thừa nhân rằng luôn có một 
dây số hừư tỉ (r n ) có giới hạn là a và dãy số tương ứng (íA) có giới hạn 
không phụ thuộc vào việc chọn dãy Số0) f ), 

Ta gọi giới hạn của dãy số (</") là luỹ thừa của ư với số mũ a, 
kí hiệu 1 ầư a . 

i 

a a = lim í/" với a = Lim/), . 

'31 n-+-K* 

Chú ý. Từ định nghía ta có \ a - 1 (ơ e R). 


II - TÍNH CHẤT CỦA LUỶ THỪA VÓI số MỦ THỰC 

Ệt* 

* ™ Hãy nhắc tai các tính chất của luỹ thừa vớt số mũ nguyên dương. 

Luỹ thừa với SỐ mũ thực có các tính chất tương tự ỉuỹ thừa vớì sô mũ 
nguyên dương. 

Cho ÍI, h là những sô' thực dương ; a, Ịỉ\h những sò thực tuỳ ý. Khi đó, ta có : 
a , ư y — ư H \ 


iil = a a -fi ; 
u p 

(u a f = a°p ; 

(iib) a = a a b a ; 


r ‘J? 


a 


íi 


a 


a 


Nếu ư > 1 thì ư a > khi và chỉ khi a > ậ , 
Nếu a < 1 thì a a < khi và chỉ khi a> p . 
Ví dụ 6, Rút gọn biéu thức 


V7 + l 2-V7 

E = (a > 0). 

{a ^-2f2 + ĩ 







Giải. Với íí > 0, ta có 


E — 


a 


Jĩ + 1 + 2 - 7 ? 3 


a 



u í>/2-2xV2+2> 


ư 


-2 


— a 


Rút gọn bỉểu thức 




■Jĩ+ĩ 


4—JĨ 

ữ v . a VJ 


(íi > 0). 


2 Jị 

Ví dụ 7. Không sử dụng máy tính, hãy so sánh các số 5 

Giải. Ta có 2 Vã = VĨ2, 3V2 = Vĩã. 

Do 12 < 18 nên 2V3 < 3V2. 

Vì cơ sô' 5 lém hơn I nên 5”'^ < 5^ . 



So sánh các số 



và 




Bãi tộp 


I. Tính: 


2 2 
a) 9 5 .27 5 ; 


3 3 

b) 1444 : 9 4 ; 


c) 


(Ẳ 


>^- 0,75 _1 

+ 0,25 2 


đ) (0,04)“^ - (0,125) 3 
2. Viết các biểu thức sau dưới dạng luỹ thừa với số mũ hữu tỉ : 

1 ì I 

a) tí 3 . yfã ; b) à 2 * ò 3 . ; 

í i 

c) a 3 : ; d) : ò 6 . 





3. Viết các số sau theo thứ tự tảng dần : 


, \-3 


a) I 3 ' 75 ; 2~' ; 

Rút gọn các biểu thức sau 


1 
u 


a) 


c) 


í 


i 2 ì 


XI 

í+ a 3j 


3 

p 

a*{ 

ư 4 

+ ư 4 ; 

1 

2 

1 ] 


3 

1 m 

1 

Ị 

1 1 


5. Chứng minh rằng : 

2yỈ5 


a) 


í I VV3 / I \3>/2 


I 


< ỉ - 

V 


b) 98°; 


3 N 

1) 





l 



bAỉíĩ-ỉỉ^} 


1 I 


d> 


a 


3 Vb + fc3 Vư 

§fữ + ịfb 


b) 7 6 '^ > 7 3 ^. 



HÀM SỐ LUỸ THỪA 


] - KHÁI NIỆM 


I 

Ta đã biết các hàm số y = x" (ne N*), y = — = X~K y = 4x = x2. 

X 

Bây giờ, ta xét hàm số y = x a với a là số thực cho trước, 

Ị Hàm số y = x ữ , với a e R, được gọi ỉ à hàm só luỹ thừa. 

Chảng hạn, các hàm số y = X, y = X 2 , y = -L V = xi, _y - x^, V = X 71 

X 4 

là những hàm số luỳ thừa. 















Ã 1 

Vẽ trẽn cùng một hệ trục toạ độ đó thị của các hàm số sau vả nêu nhận xét về tập 

I 

xác định của chúng : y = x 2 t y^x 2 , y = x~\ 


CHÚ Ỷ 

Tập xác định của hàm số iuỹ thừa y = x a tuỳ thuộc vào giá trị 
của cr. Cụ thể, 

Với cr nguyẻn dương, tập xác định làR ; 

Với a nguyên âm hoâc bằng 0, tạp xác định ià R \ ; 

Với a khổng nguyên, tập xác định ià (0 ; +°o). 


I! - ĐẠO HÀM CỦA HÀM số LUỶ THỪA 

ớ lớp 11, la đã biết đạo hàm của các hàm số y = x" (n e N, /1 ằ I) và 
y = yfx ih 


.(*")' = n.í n-ì (jr e R); 



Một cách lổng quái, người ta chứng minh dược hàm số luỹ thừa y = x a 
(a € R) có dạo hàm với mọi X > 0 và 


(*“)■ = ctx**-' 




Ví du ỉ 









CHÚ Ý 


Ví dụ 2 


Cóng ỉhức tính đạo hàm cùa hàm hợp đối vói hàm số iuỹ thừa 
có đạng 

(tí ữ y = au a ~\u\ 


{ 


2Ỵ 

(2jc 2 + X - 1)3 ; 


= =-{2x 7 + jr - I) 3(2* 2 +jr- 


D' 


2(4.í + 1) 


ý!ĩ 


X* + A - 1 



3 

Tỉnh đạo hàm của hàm số V = (3 jc 2 - ])“^ 


UI - KHẢO SÁT HÀM SỐ LUỸ THỪA y = x a 

lập xác định của hàm sò luỳ thừa ỵ - x a luổn chứa khoảng (0 ; + 00 ) với 
mọi a € R. Trong trường hợp tổng quất, ta khảo sát hàm số y = x a ưên 


khoảng này (gọi là tập khảo sát). 

y m x a 9 a>0 

1. Tập khảo sát: (0; +O 0 ), 

2. Sự biến thiên 

y' = ax a ~ ] >Q v.r>0 
Giới hạn dạc biệt : 

lim x a = 0, lim x a = +<50. 
JC->0 + X-¥+a> 

Tiệm cận : Không có 


y = JC Ơ , a< 0 

1. Tập khảo sát: (0; +co), 

2. Sự biến thiên 

y' = ax a ~l<0 v.í>0, 

Giới hạn dặc biét: 

lim x a = +00, lim x a = 0. 

jt->0 + *-++<*> 

Tiộm cận : 

Ox là tiệm cận ngang, 

Oy là tiệm cận đứng của đổ thị. 








3. Bảng biéiì thiên 

3, Bảng biến thiên 


X 

0 +00 

X 

0 

+00 

ỳ 

+ 

ỳ 

— 

y 

_+00 

y 

+00 —-- 

^—0 

4, Đồ thi (H. 28 vớia > 0). 

4. Đổ thị (H. 28 với a < 0). 



Đồ thị cùa hàm sò luỹ thừa y ss x a luồn đí qua diểm (1 ; 1). 

Trôn Hình 28 là đồ thị cùa hàm sô' ỉuỹ thừa trẽn khoảng (0 ; +co) ứng với 
các giá trị khác nhau của a. 

CHÚ Ỷ 


Khí khảo sát hàm luỹ thừa với số mũ cụ thể, ta phải xét hàm 
số đó trôn toàn bộ tập xác dịnh của nó, 

Dưới đây là dạng dồ thị cùa ba hàm số :y - X 3 (H. 29a), y - X -2 (H. 29b), 


y = ** (H, 29c). 



>ặ 





o 

Hình 29 


Ặ X 























_3 

Vỉ dụ 3, Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số y = X 4 . 

1- Tập xác định : Đ = (0 ; -R»). 

2. Sự biến thiôn 


_2 

Chiêu biến thỉên : y' ĩ= -—X 4 . 

4 

Ta có ỳ < 0 trên khoảng (0 ; +«) nên hàm số đã cho nghịch biến. 

Tiệm cận : lim y = + 00 , lim V = 0. 

jr->0 + .r->+oo' 



Báng tóm tát các tính chát của hàm số luỳ thừa y = trên khoảng (0 ; + 0 ữ) 



a > 0 

a < 0 

Đạo hàm 

y' =* 


Chiéu biến thiên 

Hàm sô' luôn dỏng biến. 

Hàm số luôn nghịch biến. 

Tiệm cận 

Không có. 

. 

Tiêm cận ngang ià Ox, 
tiệm cặn dứng là Oy. 

Đổ thị 

Đổ thị luôn di qua điểm (1 ; 1). 


Bài tộp 


1. Tìm tập xác định cùa các hàm sô': 


a>y = ( l-x) 

c) y = (a 2 - 1) 2 ; 


3 

b) y = <2-* 2 )5; 
d)j- = (jc 2 -x-2)^. 

































2. Tính dạo hàm cùa các hàm số : 


5. 


1 1 

a) y = (2x l - X + l) 3 ; 

ĩĩ 

c) y = (3* + l) 2 ; 


b) y = (4-x-x 2 )*; 

s 


d) y = ( 5 - *) 

3 . Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của các hàm số : 


a) y = X 3 ; 

4. Hãy so sánh các số sau vớỉ i : 
a) (4,1) 2 ' 7 ; 
c) (Ojỷ- 2 ; 


-3 


b).y = * 
b) (0,2)°- 3 ; 

d) {S) QA . 


Hãy so sánh các cặp số sau : 

/ ỊQ^'^ 

a) (3,1) 7 ' 2 và (4,3) 7 - 2 ; b) iyj và 


Trì 23 ; c) (0.3) w và (0,2) 0 ’ 3 ; 

llư 



LÔGARIT 


1 - KHÁI NIỆM LỎGARIT 


Ấ 1 

Ti m X để : 

a>2'=8: b)2 x =^; 

Cho số a dương, phương trinh 


c) 3* = 81; 



= b 


đưa dến hai bài toán ngược nhau : 

• Biết a , tính b. 

• Biết b f tính a. 


d) 5* 


1 

125' 







Bài tọán Ìhứ nhất tà tính luỳ thừa với sd mũ thực của một số. Bài toán thứ 
hai dan đên khái niệm [ây ỉỏgarit của mội sổ. Người ta chứng mình được 

rằng với hai số dương ư, b t a * 1 , tuỏn tổn tại duy nhất 5 ồ' ơsao Qhoư a = b. 

1. Định nghĩa 


Cho hai sô' dương ư, b với ư * 1. sỏ a thoả mãn đảng thức 
a a - b dược gọi tà lỏgarit cơ sở' a của b và kí hiệu là log (J b. 


a = \og a b o a a = h 


(ơ, b > 0» ư * I). 


Vỉ đụ ì 
1 

a) log 2 8 = 3 vì 2 ? = 8. 
oA 2 


b) log ] 9 — -2 vì 


, í 1 



ĩ 




-2 


= 9. 


a) Tính logj 4, log 3 


27 


b) Có số -t. V nào để y =0. 2 y = -3 hay không ? 
CHÚ Ý 

Khống có lôgarit cùa số âm và số 0. 


2. Tính chất 


c ho hai số dương ư và b, a * ]. Ta có các tính chất sau dây. 

log„ 1 = 0, \og ít a = 1, 
a [oẻưh “ b , \og tí (a a ) = a. 

3 

' ^ Hãy chứng minh cảc tinh chất trẽn. 

Ví dụ 2 

a)3 2l °SJ 5 = (3 lo *’ s ) 2 = 5 2 = 25. 









II - QUY TẮC TÍNH LÔGARIT 
ũ 5 

$ ^CtiQ bị =2-\ h 2 =2 5 . 

Tính log 2 + log 2 *2 ; log 2 {b x b 2 ) và so sánh cảc kết quả. 

1. Lỏgarit của một tích 

ĐỊNH LÍ 1 

' “ ' “ ^ 

Cho ba số dương a t b^, Ì >1 với ư * 1, ta có 

log ơ (í*i* 2 ) = ỉog,, 6] + log ư ỉ >2 • J 

V--- ỵ 

Lôgarit của một tích bằng tổng các iôgưrứ. 


Chứng minh. Đạt a x = iog a bị, «2 = ta có 


a ] +a 2 = log a b] + log đ ỉ> 2 . 

0) 

Mặt khác, vì bị = , />2 = u ữl , suy Tãbịt^ = a a ' .ơ" 2 

= ơ «l + a 2 . 

Do đó a x + «2 - log ơ >* 

(2) 

Từ (1), (2) suy ra 


log*^) = log đ &j + iog í; b 1 . 

■ 

Ví dụ 3. Tính log 6 9 + log 6 4. 


Giải, logộ 9 + log 6 4 = log 6 (9.4) = log 6 36 = 2. 



CHÚ Ý 

Định If ỉ có thể mở rộng cho tích của n số dương : 
log^VAt) = ỉog tì ỏ] + \0g a b2 +... + log a b„ 

(ứ, 6|, ^. b„ > 0, a * l). 








Tính logj 2 + 2 iog J ^ + log I 
— — 3 - 8 

2 2 2 


2. Lôgarit của một thưởng 

7 



Cho />j = 2 5 . b 2 =2 3 . Tính log 2 bị -log ĩ fttj, Iog 2 -l- và so sánh các kết quả. 

h ĩ 


ĐỊNH Ú 2 

r 


Cho ba số dương í/, />J, Ị >2 với a * 1, ta có 

, bị 

log ư jỳ- = Iog ư bị - ÍOg ư b 1 . 

h 

Lỏganĩ cua một thương hằng hiệu các ỉôgarìt, 
£>ăc biệt (h > 0). 



Định lí 2 được chứng mình tương tự Định lí I. 

Ví dụ 4. Tính log 7 49 - log 7 343. 

Giải. log 7 49 - log 7 343 = 10g 7 32- = log 7 ị = - log 7 7 = -1. 

343 7 

3. Lôgarit của một luỹ thừa 

ĐỊNH LÍ 3 

/ —- 7 -——- 

Cho hai số dương ư, h ; a * 1. Với mọi a, ta có 

log tì b a = a \o$ tí h . 

-----—--------- s 

Lôgarit cùa mộí hi ỷ thừa hằng tích cùa sô mũ với ỉồgarit của 
cơ số. 



Đặc biệt 










Chứng minh. Đặt p = log ư h thì b = . 

Do dó b a ={aPf =a a fi. 

Suy ra ap = log ơ h a hay a log rt b = ]og ữ h a . * 

Ví í/ụ 5- Tính giá trị của các biểu thức : 

a) ỉog 2 4 7 ; b) log 5 yfĩ - — log 5 15. 

JT*TP j 

Giải 

i 2 „ 

T T 2 2 

a) log 2 4 7 = log 2 2 7 = ỹlog 2 2 = ỹ; 

b) log 5 73 - ^log 5 15 = log 5 ■Jĩ - log 5 VĨ5 

= log 5 -^ = log 5 -^=log 5 5 =~Ỷ- 


III - ĐỔI Cơ SỐ 

ỷr* 

/ ^ Cho ư = 4, h = 64, c - 2. Tỉnh )og fí h, log f . ơ, log ( h. 

Tìm môt hê thức liên hệ giữa ba kết quả thu được. 

ĐỊNH LÍ 4 

r~ “ " “ " " ._7 ì 

IOg . D 

Cho ba số dương a, b, c với a * 1,0* 1, ta có log fí b - '—- * 

log ( . ư 

K -----' 


Đặc biệt 


ì /Tl O /ì “■ 


^ẼÍÍ ' 1 



!og „ b = — log„í> 

a ữ 


ib* 1) 


(a * 0). 








IV 


Chứng mình. Theo tính chất của lởgarit và Định lí 3, ta có 

log c h = ìo$ c {a lồ& * h ) = log ữ h.\og r tí. 

Vì tí* I nôn log ( , tí * 0. Do đó 

log " b ~ TTT^r- ■ 

log r tí 

- ví DỤ ÁP DỰNG 


Ví dụ ố. Tính : 

a) 2 ìog * 15 ; 
Giải 


log_Ị_ 2 

b) 3 27 


a) Ta eólog 4 15 = log 2 15 = ^log 2 15 = log 2 yfĨ5 . 

1 2 

Do dó 2 lo S4 15 .2 lo S2 ^ = VĨ5. 

b) Vì logj_ 2 = log 3 _3 2 = -^ logj 2 = log s 2 5 = log 3 -J= 


nôn 3 


]0gj2 log,J=- . 

27 _ 3 v2 _ _J_ 


V77. Choa — log 2 20. Hay tính log 2 y 5 theo a. 

Giải Ta có 

a = log 2 20 = log 2 (2 2 .5) = 2 ]og 2 2 + log 2 5 = 2 + log 2 5, 
suy ra Iog 2 5 = a - 2. 

Vậy 


log 20 5 = ^lL = ^Ịl 
log 2 20 a 


Ví dụ 8, Rút gọn biểu thức 

A = log ± 7 + 2 log 9 49 - log^ ]-. 

3 9 





Giải. Ta có 


A = log.-i 7 + 21og 2(7 2 ) - ìog ị(7 l ) 

3 3 32 

= - log 3 7 + 2 log 3 7 + 2 log 3 7 = 3 log 3 7 . 

Ví dụ 9. So sánh các số log 2 3 và logộ 5. 

Giải. Đạt a - log 2 3, p = log 6 5. 

Ta có 2 a = 3 > 2 1 nên a > 1 ; 6^ = 5 < 6 1 nên p < !. 
Suy ra a > p . 

Vậy log 2 3 > ìogộ 5. 


V - LÔGAR1T THẬP PHÂN, LỒGARLT TựNHIÉN 

1. Lôgarit thập phân 

I Lôgarit thập phân là lôgaril cơ số 10» 
log ]0 /Mhưòfng được viết tà logb hoặc lg b. 


2, Lôgarit tự nhiên 


( lỴ 1 

Người ta chứng minh được dãy số (M„)với u n = 1^1 + — có giới hạn là 
một sô' vô tỉ và gọi giới hạn dó là e, 




e = lim 

Jí—>+<3C 


1 




1 + — 

V 


Một giá trị gần dung của c là c *2,718 281 828 459 045. 


Lôgarit tự nhiẽn là lổgarit cơ sổ e. 
log^ b dược viết là In b. 

CHÚ Ý 

Muôn tínhlog (f /j, với a * 10 vàư * bằng máy tính bò túi, 
ta có thể sử dụng cỏng thức dổi cơ số. 





Chẳng hạn. 


log 2 3 = -Ị^Lỉ = 1,584 962 501. 
log 2 

log 3 0,8 = = -0.203 114 013. 

In 3 


Bài tộp 


]. Không sử dụng máy tính, hãy tính : 


a) log 2 ị ; 

h) log J 2; 

4 

c) log 3 ÌỈ3 ; 

d) log 05 0 t 125. 

2. Tính : 

a) 4 , 0 S^; 

b) 27 l08 » 2 ; 

c) 9 log ^ 2 ; 

d) 4 Iob « 27 . 

3. Rứĩ gọn biểu thức : 

a)log 3 6 .k)g|ị 9 . 1 og f) 2 

b) log ơ b 2 + log 


4, So sánh các càp số sau : 

a) Iog 3 5vầ log 7 4 ; 

b) log 0 3 2 và log 5 3 ; 

c) log 2 10 và log 5 30, 

5. a) Cho a = log 3 g3 t b - log 3 0 5 . Hãy tính log3()1350 theo a, b. 
b) Cho c = log |5 3, Hãy tính log 2 5 15 theo í\ 




BAN CÓ BIẾT 



Nê-pe (John Napier) là nhà toán học XcốHen (Scotland). 

Òng sính năm 1550 tạí Me-ti-ston {Metiston-Casl), gần 
thành phố Ề-đin-bơc (Edinburgh) và tốt nghiệp trường 
Đại học Tổng hợp Ê-đin-bơc. 

Nẽ-pe là ngưởi phốt minh ra lôgarit. Thuật ngữ "Lôgarit" do 
ông để nghị xuất phát từ sự kết hợp hai từ Hi Lạp Âòyo<; {đọc 
là "logos" có nghĩa lả tỉ sổ) và ’apiOp ốq (đọc là "aritmos" có 
nghĩa lá số). Trong toàn học cổ, bình phưdng, lặp phương, ... 
được gọi là các tỉ số kêp, bội ba,,.. Như vậy đối với Nê-pe, từ 
Àóyos 'api 0pós có nghĩa là "số tl số". Lôgarit được Nê-pe xem 
là sổ trợ giúp để tính tỉ sổ cua hai số. 

Trong tác phẩm "Mô tả bảng iỏgarit ki diệu" (1614), Nê-pe đưa ra định nghĩa và 
các tính chất của lỏgarìt. 

Định nghĩa lôgarit cùa Nê-pe về thực chất tương đương vớỉ định nghĩa hàm số 
lôgarit thông qua phương trinh VI phân. Còn tính chất các lồgaril của ông phần 
nầo phức tạp hơn các lôgarit thông thưởng vỉ lôgarit của 1 lại khác 0. 

Tác phẩm "Xây dựng bảng lôgarit kì diệu" {1616) của Nê-pe trinh bày những 
nguyên lí tỉnh toán các bảng lốgarỉt. 

Trong cảc công trình của Nê-pe cờn có các bảng lôgarit tám chứ sò của sin, 
cosìn và tang của các góc từ 0° đến 90°, cách nhau từng phút. Thời ki đó, người 
ta lấy sin90° là 10 7 và thường hay nhân với nó nên Nẽ-pe xây dựng cảc bàng 

lõgarit sao cho lôgarit của 10 7 bằng 0. Lôgarit sin của những góc khác, bé hơn 10 7 , 
trong các bàng đó đéu đương. 

Nẽ-pe không đưa vào khái niệm cơ số cùa lôgarit. Lỏgarit của số N của õng trong 

7 ] 0^ I 

kí hiệu hiện đại xấp xỉ ỈO 7 ln- 7 — Cơ sò cảc lôgarít của Nê-pe gần bằng -. 

N e 

Thuật ngữ "Lôgarỉt tự nhièn" do Men-gô-li (P. Mengolì - 1659) và Men-ca-tơ 
(N. Mencator - 1668) đưa ra. Kí hiệu lnjV thay cho lốgarỉt tự nhiên của sổ N do 
Prin-xêm {A. Prỉngsheỉm) đưa ra năm 1893. Bởi vậy, việc gọi lôgarit tự nhiên là 
lôgarit Nê-pe không có cơ sở. Tuy nhiên, người ta vẫn thường gọi như vậy có lẽ lâ 
do đã gẩn lògarỉt tự nhiên với tẻn người thìất lập bảng tôgarit đẩu tiên. 

Ngoài ra, Nê-pe còn là tác giả của một loạt các công thức dành cho việc giải các 
tam giác cẩu, rất tiện lợi cho việc lấy lôgariỉ. 

Ngày 4-4-1617, Nê-pe qua đời tại chính quê hương minh. 






HÀM SỐ MŨ. HÀM SỐ LÔGARIT 


I - HÀM SỐ MŨ 

Ví ẩu L Bài toán "lãi kép" 

Một người gửi số tiền ỉ triệu đổng vào một ngân hàng với lãi suất 7%/nàm. 
Biết rằng nếu khổng rút tiền ra khỏi ngân hàng thì cứ sau mỗi nãm, sổ tiển lãi 
sẽ được nhập vào vón ban đẩu (người ta gọi đó là lãi kép). Hỏi người dó được 

tĩnh bao nhiêu tiền sau n năm {rì € N*x nếu trong khoảng thời gian này 
không rút tiền ra và lãi suất không thay dổi ? 

Gidi. Giả SỬN > 2 » dặt p = I, r = 0,07, 

* Sau nãm thứ nhát 

Tiền ỉẫi là Ti = Pr = 1.0,07 = 0,07 (triệu đồng). 

Số tiền được lĩnh (còn gọi là vòn tích luỹ) là : 


Pị = p + Ty - p + Pr = P{\ + r) = 1,07 (triệu dồng). 


■ Sau năm thứ hai 

Tiền lãi là T 2 = pịf- = 1,07.0,07 = 0,0749 (triệu dồng). 
Vốn tích tuỷ là P 2 = P) + T 2 = Pị + Pyĩ = Pị{\ + r) = 


= p( 1 + rỷ = (1.07) 2 = l,1449(triệu đồng). 
• Tương tự, vốn tích luỷ sau n năm là 

p n = P{ 1 + rf = (1,07)” (triẻu dổng). 


Vậy sau n năm, người đó được lĩnh (1,07/' triệu đồng. 

Ví dụ 2, Trong Vật lí, sự phân rã của các chất phóng xạ dươc biểu diễn 
bằng cổng thức 





trong đó ìtĩq là khối lượng chất phóng xạ ban đầu (tại thời điểm t s 0 ), m(í) 

ỉà khối lượng chất phóng xạ tại thời điểm t, T là chu kì bán rã (tức là 
khoảng thời gian để một nửa số nguyên tử củá chất phóng xạ bị biến thành 
chất khác). 


Ví dụ 3. Dân sỏ' thế giới dược ước tính theo công thức 5 = Ae nt ,trong dó A 
là dần số của năm lấy tàm mốc lính* s là dần số sau ĩi nảm* i là tỉ lệ tầng 
dân sổ hàng nam. 

ũ 1 

/ ^ Cho biết năm 2003, Việt Nam có 80 902 400 nguởi và tĩ lệ tâng dân số là 1,47%. 
Hỏi nâm2010 Việt Nam sẽ cố bao nhiêu người, nếu tỉ lệ tâng dân sổ hàng năm 
không đdi ? 

Những bài toán thực tế như trên đưa đến việc xét các hàm số có dạng y = a x . 

1. Định nghĩa 


Cho ư là sô' thực dương, khác 1, 

Hàm số y - a x dược gọi là hàm số mũ cơ số a, 

& * 

í* ^ Trong các hàm số sau đây, hàm số nào là hàm số mủ ? Vởi cơ số bao nhiêu ? 

a)> = (V5) í ; b)> = 55; c )>1 = t" 4 ; d) 


2, Đạo hám của hàm sô mũ 


Ta thừa nhận công thức 


1: _ / - 1 _ . 
lim —-— = 1 ■ 
/—>0 ' 


ĐỊNH Ú 1 


Hàm số y = e x có đạo hàm tại mọi X và 

{e x y = e x . 


( 1 ) 


Chứng minh, Giả sử A.V là sô' gia cùa X, ta có 


ty = e * +& * -e* =e*(e iJ! -l). 






Do dó 


Áp dụng (1), ta có 


Từ dó suy ra 


&-sàLzì 

Aa' Ax 


-ỉ 

lim ——- = 1. 
A.Ĩ —►() A.V 


. _ |- Ay , 

y — lim -f- — e . 

A.X-+0 A.V 


CHÚ Ý 


Công thức dạo hàm của hàm hợp đối với hàm sô' e u (« = u(jt)) 
có dạng (e w ) — u\e 14 . 

ĐỊNH u 2 


Hàm sô' y = a x (ư > 0» a * ]) có đạo hàm tại mọi X và 


ịa*y = a*\na. 


Chứng minh. Ta có 


a* = e ina = e* ìna 


Đạt «{*) = xinư, theo Chú ý trôn, ta được 

(«')■ = (e x ' na y = *' ,n "(xlnfl)’ = a x ìaa. 


CHÚ Ý 

Đối với hàm hợp y - a lé ^ x K ta cổ 


(ư u y = tí" lna.il'. 


Ví dụ 4. Hàm số y = 8 


jr+X+I 


CÓ đạo hàm ỉà 


/ = 8 


X + X+1 / J2 


(x + X + 1>’ ln 8 = 8 


.i" 1 +J+| 


(2.V+ 1) ln 8. 






3. Khảo sát hàm số mũ y - ữ x {a > 0, a ± 1) 


y - a\ ư>\ 

1. Tập xác định : R. 

2. Sự biến thỉcn 


y - úT r , 0<íí < ỉ 

1. Tập xác định : R. 

2. Sự biến thiên 


y' = í /' 1 lnư > 0 V.v, 


y* = a x lnư < 0 Va. 


Giới hạn đặc biõt ; 

lìm í/ = 0, lim a~ x — +CO. 

V —»-00 X— V+QO 

Tiệm cận : 

+ ■■ 

O-V là tiệm cản ngang. 

3. Báng biến thiên 



Giới hạn đặc biẻt: 

lim ơ x = +CQ, lim ư x = 0. 

.r—>-co A-*+<*> 


Tiêm cận : 

Oa là tiệm cận ngang. 

3. Bảng biến thiên 



4. Đỏ thị (H.31) 



4. Đồ thị (H.32) 






















uảng tóm tát các tính chất của hàm sò mù y — a x 


Tập xốc định 

(-CO ; + 00 ) 

Đao hàm 

p 

y * = a x Ina 


a > 1. : hàm số luồn đổng biến ; 

0 < a < 1 : hàm sô' luôn nghịch biến. 


Ị Ox là tiệm cận ngang. 

Đổ thị 

đi qua các điểm (0 ; 1) và (1 \ tí\ nằm phía 
trên trục hoành 

(y = a x > 0, v.r e R). 


II - HÀM SỐ LÔGARIT 

1. Định nghĩa 

Cho ư là sô' ihực dương, khác I. 

Hàm sò y - ỉog^ X dược gọi là hàm sớ lógarỉt cơ số a. 


Vì đụ 5. Các hàm sổ' y = 1og3 X, y = log J X, y — log^ X, y = ln^r, y = log.v 


là những hàm sỏ' Iôgarit với cơ số ỉần lượt là 3, ”, Vs, e và 10. 

4 

2. Đạo hàm của hàm số lôgarỉt 

Ta có định lí sau dây. 

ĐỊNH Lí 3 


Hàm số y = log^ X (a > ơ, a * I) có đạo hàm tại mọi X > 0 và 

I 


(1og u xỴ 


X ỉn a 



Đạc biệt 























CHÚ Ý 


Dối với hàm hợp V = log^ m(-v). ta có 



Ví dụ ồ. Hàm sô' V = log2(2.t + 1) có đạo hàm là 

,• = (log 2 (2, + 1)>' = = (2 , + 2 I)ln2 

“*■ 3 



Tim đạo hàm của hàm sò V = )n(.v + Vl + x 2 


3. Khảo sát hàm số lôgarỉt y - log ỡ Jr (ơ > 0, a * 1) 


y = log„ X, a > 1 

y = log n .V, 0 < a < 1 

1. Tập xác định : (0 ; +°o). 

1, Tập xác dịnh : (0 ; +°c). 

2. Sự bicn ihtén 

2. Sự biến thiôn 


V 1 = - > 0 v.t' > 0. 

y' = 1 <0 v.í > 0. 


.vin a 


X ln ư 

Giới hạn dặc biệt: 

Giới han đăc bìẽt : 

■ p ■ 


lim log,. .V = -00, 


lỉm log,, X = +», 


X -><r 


.r-+0 + 


lim log (í X = + 00 . 


lim log ư X - -co. 


,v—* + 0 D 


X —> + 0O 

Tiôm cân : 

* ■ 

Tiém cân : 

r + 

ỡy là tiộm cận dứng. 

Oy là tiệm cận dứng, 

3. Bàng biến thien 

3. Bàng biến ihiốn 

X 

0,1 u +00 

X 

0 a I +00 

* 

y 

+ + + 

/ 

—-#■ 

y 

^>r+00 

y 

+00^1 






—00 0 


—QO 




















4. Đồ thị (H.34) 



y = iog fl * 

(0<tí< 1) 

Hình 34 


Báng tóm tát cắc tính chát cùa hàm su V - log ơ jr 


Tập xác định 

(0 ; +00) 

Đao hàm 

* 

1 

y = , ■ 

X ỉn ư 

: Chiều biến thiên 

ư > I : hàm sớ luồn đồng biến ; 

0 < í/ < l : hàm số luởn nghịch biến. 

Tiêm cân 

* * 

Oy là liệm cán dứng. 

Đổ thi 

i 

đì qua các điểm (1 ; 0) và (ú ; 1); nầrn phía 
bẽn phài trục tung. 


Dưới dây là dồ thị của các hàm số: y 85 log I X, y = 

3 




I 


Y* 



(H.35); y - log^ .V, 



* t 


























Nêu nhận xét vể mốỉ liên hệ giữa đổ thị của các hãm số trên mỗi Hĩnh 35, Hĩnh 36. 

Nhận xét. Đồ thị của các hàm sổ y = ầ và y = log (/ X (ư > Q,ư * l) dổi xứng 
với nhau qua dường thẳng y = X. 

Bảng đạo hàm của các hàm số luỹ thừa, mũ, ỉõgariỉ 


Hàm sơ cấp 

Hàm hợp (m = «(*)) 

(.<•“)■ = ax°~ l 

fiỴ = 

LJ ỷ 

M-ử 

ịu a y = au a ~'.u' 

- - ■' 

V w ) Ip- 

«*■ ■ ủ 

(e x y = e x 

(í/' )■ = a A Inư 

(e u y = e u u' 

(a u y — a u Ana.u' 

(lnl.vl)' = — 

X 

(log a UI)' = 1 

xma 

(inlưỊ)' = — 

ti 

(log>l) = " 
ulna 


Bãi tập 

1* Vẽ đổ thị của các hàm số : 

I 

a )y = 4 V ; b) y = 

2, Tính dạo hàm của các hàm sổ : 

a)y = 2xe x + 3sìn2jt' ; b)> = 5x 2 - 2 X C0SJt ; 


1 \* 


V 1 */ 


c)y = 


JC + 1 


3. Tìm tập xác định của các hàm sô': 

a) y = log 2 (5 - 2 jt); b) y = log 3 (x 2 - 2x)\ 

3jt + 2 


A „ 




2 





















4. Vc dổ thị của các hàm sô': 
a )y = log.v; 


5. Tính dạo hàm cùa các hàm sô': 

a) y = 3 jv 2 - ln X + 4sin,v ; 

b) y = log(.v 2 + X + 1) ; 

X 


b)y = log] X, 
2 



PHƯƠNG TRÌNH MŨ VÀ 
PHƯƠNG TRÌNH LÔGARIT 


I - PHƯƠNG TRÌNH MŨ 


Bài toán 

Mội người gửi tiết kiệm với lãi suất 8,4%/nãm và lai hàng năm được nhập 
vào vốn, Hỏi sau bao nhiêu nám người đó thu được gấp dối số tiền ban đầu ? 

Giai. Gọi số tiền gửi ban đáu là p, Sau n nàm, sỏ tiền thu được là 

P H = P(\ +0,084)" = F( 1,084)". 


Để P n = 2 p thì phải có (1,084)" - 2. 


Do đó n = log 10K4 2 * 8,59. 

Vì n tà số tự nhiên nên ta chọn n — 9. 

Vậy muốn thu được gấp đỏi số liền ban đầu* người đó phải gửi 9 năm. 

* Những bài toán thực tế như trên dưa đến việc giải các phương trình có chứa 
ẩn số ở sớ mũ cùa ỉuỹ thừa. Ta gọí dổ là các phương trình mù. 


Chảng hạn, các phương trình 



f \ Y 4 

— Ị - —J + 3 = 0 là nhừng phương 
3 


trình mũ. 






1. Phương trình mũ cơ bản 

Phương trình mũ cơ bản có dạng 

a x - b (a > 0 , a * 1). 

Để giải phương trình trên, ta sừ dụng định nghĩa lôgarit. 

Với b > 0, ta có a A = ĩo Jf = log ữ h . 

Với h < 0, phương trình vô nghiôm. 

Minh hoạ bằng đố thị 

Hoành dô giao điểm cùa dổ thị hai hàm số y = a x và y = b ỉà nghiêm của 
phương trình a x = b, 

Sổ' nghiẹm cùa phương trình tà số giao diểm của hai đồ thị . 

Rõ ràng, nếu b < 0 thì hai đổ thị khống cắt nhau nên phương trình vố nghiệm* 

Nếu b > 0 ta cố hai dổ thị trẻn các hình 37 và 38* 'ĩ Yên mỏi hình, hai đồ thị 
luôn cắt nhau tại một diém nên phương trình có nghiêm duy nhất. 




Hình 38 


Phương trình a x = b(a > Q, a * 1) 

b> 0 

CÓ nghiệm duy nhất X — log w b 

b SO 

vỏ nghiệm 

















Ví dụ ỉ. Giải phương trình 2 lx 1 + 4' v+1 = 5 . 

Giải. Đưa vế trái về GÙng cơ số 4, ta dược 

ị4* + 4.4' =5 hay 4' = Ị^. 
2 9 

..... . .... 10 
Vậy X = log 4 -^-. 

y 


2. Cách giải một số phương trinh mủ đơn gỉản 


Người ta thường sử dụng các phương pháp sau để giải một số phương trình mũ. 
a) Đưa về cùng CƯ sỏ 


1 

Giải phương trinh -1 bằng cách đưa về dạng ÍHỈ' 4 * 1 * =tt S( - AÌ và giải phương 
trinh At<) = B(x). 


Ví dụ 2, Giải phương trình {l,5) 5 t 7 



^ 3 

Giải . Đưa hai vế vẻ cùng cơ số ^,ta được 


■3 \ 3 .f—7 


2 ) 


^3 

<2 


-X-] 


Do dó 5.V - 7 s= -jr - 1 o- X = t. 


Vậy phương trình có nghiêm duy nhất X - i. 

b) Đạt ẩn phụ 

Ví dụ 3. Giải phương trình 9* - 4.3 v - 45 = 0 . 
Giải, Đặt / = 3 ', ta có phương irình 


ỉ 2 - 4t *_ 45 = 0, í > 0. 


Giải phương trình bậc hai này, ta được hai nghiệm f] = 9, t 2 = -5. 





Chì có nghiêm fị = 9 thoả mẫn diỂu kiện t > 0. 


Vậy 3' = 9, do dó X = 2. 

4 2 

I - _ _ 

Giải phương trình ~.5 ỈX +5.5 - 250 bằng cách đặt ẩn phụ r ■ 5 . 
c) Lógarít hoá 

Ví dụ 4. Giải phương trình 3 X J2* = 1. 

Giải. Lấy lỏgarit hai vế với cơ số 3 (còn gọi là Ỉôgariỉ hoá) % ta được 
log 3 (3' r .2* 2 ) = log 3 1 o log 3 3* 4- log 3 2 X = 0. 

Từ dó ta có 

X + X 2 log 3 2 = 0o x(l + X log 3 2) = 0. 

Vậy phương trình dã cho có các nghiệm ỉà 

*1 = Ovà x 2 = “—Ị— = ~log 2 3. 

log 3 2 


II - PHƯƠNG TRÌNH LÔGARIT 


Phương trình ỉôgarit là phương trình có chứa ẩn số trong biểu 
thức dưới dấu lôgarit. 


Chảng hạn, các phương trình 

log ] X = 4 vầ log 4 X - 2 log 4 X + ỉ = 0 

2 

là những phương trình iỏgaril. 



Phương trình lôgarít cơ bản 

3 

Bằng đính nghĩa lõgarit, hãy tính X, biết rằng lơg,j(T = \. 

J 4 



Phương trình iôgarit cơ bàn có dạng 

log„ X = h (a > 0, a * 1). 


Theo định nghĩa lôgarit, ta có 

log ư X = b <=> X = Í/ A . 

Minh hoạ bằng đồ thị 

Vẽ dổ thị hàm sô' y = Iog„ X và dường thảng y = b trên cùng một hộ trục 
toạ độ (H. 39 và H, 40). 




Hình 39 Hình 40 

Trong cả hai trường hợp ta đểu thấy đổ thị của các hàm số y = log rt X và 
đường thẳng y = b luôn cắt nhau tại mội điếm với mọi h € R. 

KẾT LUẬN 

( --'N 

Phương trình log ư X - b (a > 0, a * 1) luồn có nghiệm duy 

nhất X - a h với mọi b t 

V___ I _ J 


2. Cách giải một số phương trình ỉôgarit đơn giản 



Người ta thường sử dụng các phương pháp sau để giải một số phương trình 
lôgarìt. 

a) Đưa về cùng cơ sô 
4 

Cho phương trinh 1og 3 ^ + 10^ X -6. Hãy đưa các lôgarit ỏ vế trái vể cùng cơ số. 











Ví dụ 5. Giải phương trình log 3 X + logọ X + log 2 7 Jf - 11 ■ 
Giải Đưa các số hạng ờ vệ' tráị vé cùng cơ sò 3, ta được 


log 3 X + log 2 X + log 3 X = I ĩ 


«■ log3 * + 2 lo S3 * + 3 lo Ễ3 * -11 <=>log 3 J: =6. 


Đây là phương trình lôgarit cơ bản. 
Vậy X « 3 6 - 729. 


b) Đạt ẩn phụ 


Â 5 . 

* * Gỉảỉ phương trình log, jr—3 1og 2 X +2 =í 0 bằng cách đạt ẩn phụ r - ỉog 2 *. 


Ví dạ 6, Giải phương trình -+ -—7 -= 1. 

5“logx l + iogx 

Gidỉ. Để phương trình có nghĩa, ta phái có X > 0, logA / 5 và logx * 
Đạt / = logx ụ * 5 r t * -1), ta dược phương trình 


Từ đó ta có phương trình 

1 + í + 2(5 - 0 = (5 - 0(1 + t) 

* 

-t + 11 = -í 2 + 4r + 5 <=> í 2 - 5 / + 6 = 0 . 

Giải phương trình bậc hai theo í, ta được hai nghiẻm f| = 2j / 2 = 
thoả mãn diều kiện í * 5, / * -1 . 


Vậy log X] = 2, log A ’2 = 3 nẽn Xị =100, A 2 = 1000. 


Ầ 6 

* * Giải phương trình log ị x + logỉ X - 2. 

2 


3 đều 






c) Mũ hoá 


Ví dụ 7. Giải phương trình tog2Í5 - 2 X ) = 2 - X, 

Giải. Theo định nghĩa, phương trình đă cho tương đương với phương trình 

2log 2 (5-2 Ằ ) ~2?~ x , 

(Phép biến đổi này thường dược gọi là mũ ỉìỡá). Từ dó ta có 

5 _ 2 X = — o 2 2ẩ - 52 x +4 = 0. 

2 X 

Đật / = 2* (t > 0) t ta có phương trình bậc hai t 2 - 5í + 4 = 0 với hai nghiệm 
dương / = 1, í = 4. Vậy nghiệm của phương trình đã cho là X = 0, X = 2, 


Bài tộp 


Giải các phương trình mũ : 


a) (CU) 3 * -2 = 1; 

í ]Y 

b) 4 =25; 

\5) 

c) 2-* J -3jr+2 = 4; 

d) (0,5 ) a+7 .(0,5) 1 " 2í = 2. 

Giải các phương trình mũ : 


a) 3 2jr_1 +3 2jf =108; 

b) 2 Jf+1 + 2 X ~ ] + 2 X = 28; 

c) 64 v - 8 f - 56 = 0; 

d) 3.4* - 2.6* = 9*. 


3. Giải các phương trình lôgarit: 

a) log 3 (5.r + 3) = log 3 (7jr + 5); 

b) log(jc - 1) - log(2;c -11) = lọg2; 

c) log 2 (x - 5) + log 2 U + 2) = 3; 

d) iog(A 2 - 6x + 7) = log{.i' - 3). 




4. Giải các phương trình iôgarit: 

1 2 1 

a) “ log(x + X - 5) = log 5x + log - 7 -; 

2 5x 

b) “ỉog(.v 2 -4* - ì) = ]og8x - log4x; 

c) log^ X + 41og 4 X + Iog K X = 13, 


BẤT PHƯƠNG TRÌNH MŨ VẢ LỐGARIT 

I - BẤT PHƯƠNG TRÌNH MỦ 

1. Bất phưdng trình mũ cơ bản 

Bất phương trình mũ cơ bản có dạng a x > b (hoặc a x > by 
a x < b , a x Ế b ) với a >Q t a * ỉ. 

Ta xét bất phương trình dạng í/ > b. 

* Nếu b < 0, tập nghiêm của bất phương trình là R vía* > h Vx G R. 

• Nếu b > 0 thì bất phương trình tương dương với a x > ư log ° b 
Vói ư> 1, nghiệm của bất phương trình là X > log^ b . 

Với 0 < a < 1. nghiệm của bất phương trình là X < log ữ b . 

Vi dụ I 

ì 

a) 3 ' > 81 o X > !og 3 81 <^> X > 4; 









Minh hoa bầng đồ thị 

y i 

y = a x 

Vẽ đồ thị hàm số ỵ = a A và đường thẳng 
y = b trên cùng một hệ trực toạ dô. 

b 

/ ịa>\) 

Trong trường hợp a > 1 ta nhạn thấy : 

L 

/ỉ y = b 

* Nếu b < 0 thì a x > b vớí mọi X. —- 

1 

i„ 

• Nếu h > 0 thì ư x > b với X > 1og ơ b (H. 41). 

0 

log a b x 


Hình 4 ỉ 


Trường hợp 0 < ư < 1, ta có : 

* Nếu h < 0 thì a x > b với mọi X. 

* Nếu b > 0 thì <J X > b với 
X < log„ b (H. 42). 



Kết Ịtíận. Tập nghiêm cùa bất phương trinh a x > b được cho trong bảng sau : 


a x > b 

Tập nghiệm 

a > 1 

0 < a < 1 

bíO 

R 

R 1 

b> 0 

(tog ư /;; + oo) 

(-00 ; 1og rt b) 


Ấ 1 

* ^Hãy lập bảng tương tự cho các bất phương trình a* £ b, a x <b, a x <, b. 


2 . Một số bất phương trinh mũ đơn giản 

.2 

Ví dụ 2. Giải bất phương trình 3' x <9. 

Gidi. Bất phương trình dã cho có thể viết ở dạng 

3 < 3 2 . 

Vì cơ sổ 3 lớn hơn 1 nín X 2 - X <2. 


















Đây là bâì phương trình bậc hai quen thuộc. Giải bất phương trình này, ta 
dược -1 < X < 2. 

Vậy tập nghiêm cùa bất phương trình dã cho là khoảng (-1 ; 2). 

Ví dụ 3. Giải bất phương trình 4* - 2.5 2 t < 10'. 

Giải . Chia hai vế của bất phương trình cho 10\ ta được 




ị 1 - ị- 2 


< 0 . 


/ - — < 1 hay 


Giải bất phương trình này với dicu kiện t > 0, ta dược 0 < t < 2. Do đó 




vạy tập nghiệm của bất phương trình dã cho là (log 2 2 ; +°o) • 


* 5 


Â 2 

/v 


Giải bất phương trình 2* +2~* -3 <0, 


II - BẤT PHƯƠNG TRÌNH LÔGARIT 


1. Bất phương trình lôgarit cơ bản 


Bất phương trình lôgarit cơ bản có dạng logạ X > b (hoặc 
loga X > ò, ỉog tì X < b, logrt X < b ) với a > 0, a * 1. 


Xét bất phương trình ĩog (/ X > b . 







Trường hợpu > I, ta có 


Iog ỂÍ X > h <=> X > ư , 
Trường hợpO < a < 1, ta có 

log u .V > b o 0 < X < a h . 

Vi dụ 4 

a) log 2 X > 7 <=> X > 2 7 o X > 128. 


b) log I jr > 3 o 0 < X < 
2 






í 

<=> 0 < X < —. 

8 


Minh hoạ hằng đồ thị 

Vê dồ thị hànì số y - ìog ti X và đường thẳng y - h trên cùng một hộ trục toạ độ 
(H. 43, H. 44). 




Trường hợp ư > [: log,, X > h khi và chỉ khi X > a , 

Trường hợp 0 < a < 1: log,, X > b khi và chĩ khi 0 < X < a h . 

Kết luận : Nghìộm của bất phương trình \og ứ X > h được cho trong bảng sau : 



log ữ X > b 

\ 

a > 1 89 

0 < « < 1 

Jtr38r * vSSSSSí 

Nghiệm 

^ h 

X > a 

0 < jr < a h 


Hây tập bảng tương tự cho các bất phương trình log^ xầh, log ơ X < b, log ữ X < h. 



















2. Một sô bất phương trình lôgarit đơn giản 


Ví dụ 5, Giải bất phương trinh logQ ${5x + 10) < logQ 5 (a 2 + 6a + 8), 
Giấi. Điéu kiện của bất phương trinh đã cho là 


\5x + 10 > 0 ịx > -2 

-1 C-> < 

ịx 2 + 6x + 8 > 0 .*■ < -4 hoặc X > -2 


o A' > -2, 


Vì cơ số 0,5 bé hơn 1 nén với điều kiên đó, bất phương trình đã cho tương 
đương với bất phương trinh 5x + 10 > X + 6a + 8 

<=>a^+a-2<0o— 2 < A < 1. 

Kết hợp với diều kiện, ta dược tập nghiêm của bất phương trình dã cho là 
khoảng (-2 ; 1). 


Ví dụ 6. Giai bất phương trình log 2 (x - 3) + log 2 (x - 2) < 1. 

Giãi. Điểu kiện của bất phương trình là X > 3. Khi dó, bất phương trình đâ 
cho tương đương với 

log 2 [U - 3K.tr - 2)j < log 2 2. 

Vì cơ số 2 lớn hơn 1 nên(A - 3)(jt - 2) < 2 . 


Giải bất phương trình này, ta tìm được í < X < 4. Kết hợp với diều kiện X > 3, 
la dươc nghiệm cùa bất phương trình dã cho là 3 < A' < 4. 


Ấ 4 

/ ^Gỉải bất phương trình log J (2.C +3) > tog j (3r + ĩ), 

2 2 


Bài fộp 


1. Giải các bất phương trình mũ : 

a) 2 ~- rỉ+v< < 4; 
c) 3 t+2 +3 t_l < 28; 


t>) 


/_\2a 2 —3jt 


9) 



d)4‘ - 3.2 r + 2 > 0. 





2. Giải các bấr phương trình lôgarit: 

a) iog 8 (4 - 2x) > 2 ; 

* 

b) iog ị (3,v - 5) > log I (x + I) ; 

5 5 

c) logQ'2 X - log 5 (x - 2) < log 0i2 3 ; 

d) lo §3 X - 51og 3 X + 6 < 0, 


Ôn tập chương 2 


1. Hãy nêu các tính chất của luỹ thừa với số mũ thực. 

2. Hãy nêu các tính chất của hàm số luỹ thừa. 

3. Hảy nêu các tính chất của hàm sô' mủ và hàm số lờgarit, 

4. Tìm tập xác định của các hàm số : 

a)y = -7^—; b)y = Iog^~; 

3" - 3 2jc - 3 

c) y - log sĩ - X - 12 ; d) y = V 25 ' — 5'. 


5. Biết 4" + 4~ x = 23. Hãy tính 2 X + 2~ x . 

6. Cho log^ h - 3, log fí V - -2. Hãy tính log d X với: 

__ 3,2 r. .. _ 

a) X = a h sc ; b) X = -— ị —. 

7. Giải các phương trình : 

a) 3 jr+4 + 3.5 t+3 = 5" +4 + 3 jr+3 ; b) 25 x - 6 . 5 " +5=0; 


c) 4.9" +12" -3.16' =0; 

e) log 3 X + log ^3 X + log ị X = 6; 

3 


d) ỉog 7 (x - l)1og 7 X = log 7 X. 

_ , X 4 8 

0 log——- = logx. 

X - 1 








8. Giải các bất phương trình : 

a) 2 2 *' 1 + 2 lx ~ 2 + 2 2x ~ 3 > 448 ; 


b) (0,4)* -(2,5) 


.r+l 


c) log 3 


„2 


Iog](* -1) 
2 


> 1,5 ; 
< I ; 


d) logổ,2 x - 51ogo t 2 X < -6. 


Bài tập trốc nghiệm 

ỉ. Tập xác định của hàm số y = log^—- là : 

l — X 

(A)(-co; l)u{2; + oo) ; (B) (1 ; 2) ; 

(C) R\{1|; (D) R\(1;2Ị. 

2. Chọn khẳng định sai trong các khảng dinh sau : 

(A) lu* > 0 ojt > 1; (B) log 2 * < o<=>0 < * < 1 ; 

(C) log ị u > log ] h o tí > b > 0. (D) log! a - log 1 b o a - b > 0. 

3 3 2 2 

3. Cho hàm số f(x) = ln(4* -* 2 ). Chọn khẳng định dúng trong các khẳng 
dịnh sau : 

(A)/’(2>= I ; <B)/'(2) m 0; 

(C)/*(5) = 1,2 ; D)f'{-ì) = -ìX 

4. Cho hàm số g(jr) = log J (x 2 - 5x + 7). Nghiệm của bất phương trình 

2 


gW > 0 lã : 

(A) * > 3 ; 

(C) 2 < JC < 3 ; 


(B) * < 2 hoặc * > 3 ; 
(D)jr<2. 





5. Trong Cốc hàm số : 


/(■*) = ln~- . gW 

sin Jt 


t _l+sinjt ... , 1 

In- —— t /ỉ(x) - In—“ 


cos X 


cos X 


hàm số nào có đạo hàm ỉà —-— ? 

COSJC 

(A)/tO; (B)*M; (C) h(x) ; (D) g(.v) và hụ). 

6. SỐ nghiệm cùa phương trình 2 J r - 7j:+5 = I là: 

(A) 0 ; (B) I ; (C) 2; (D) 3. 

7. Nghiệm của phương trình 10 ll ’ fy = 8 jc + 5 là : 

(A)0; (B)i; <C) |; (D)Ị. 

2 8 4 







NGUYÊN HÀM - TÍCH PHAN VÀ ỨNG DỤNG 


^^Nguyên hàm 
^Tích phân 

ứng dụng cúa tích phân trong hình học 













NGUYÊN HÀM 


I - NGUYÊN HÀM VÀ TÍNH CHAT 

1. Nguyên hàm 


Ẩl . 

/ * Tìm hàm số F(x) sao cho F X*) -Jịx) nếu : 


a)./U) = 3x với I Ẽ (^D ; +oc); 


b) /u> = 


cos 2 X 


với XE 


Kí hiệu K là khoảng hoặc đoạn hoặc nửa khoảng của ũ. 



ĐỊNH NGHĨA 


Cho hàm số f(x) xác định trên K. 

Hàm số F(x) dược gọi là nguyên hàm cùa hầm số/tv) trên K 
nếu F '(jc) = f(x) với mọi X e K. 


Ví đu ỉ 

a) Hàm số F{x) = X 2 tà một nguyên hàm cùa hàm số f(x) = 2x trên 
khoảng (“00 ; +cc) vì F '(jc) = {x 2 y =2x t X £ (-00 ; 4-00). 

b) Hàm số F(x) = liur là một nguyên hàm của hàm số f(x) = — trên 

X 

khoáng (0 ; -KO) vì F '(*) = (lat)' =—, X € (0 ; + 00 ). 

Ũ2 7 

p ^ Hãy tìm thẻm những nguyên hàm khác của các hàm số nẻu trong Ví dụ 1. 


ĐỊNH Ú 1 



Nếu F{x) là mót nguyên hàm của hằm sô f{x) trỄn K thì 
với mỏi hằng số c, hàm số <?{-*) = F{x) + c cũng là một 
nguyên hàm của f(x) trên K , 

3 

Hãy chứng minh Định lí 1. 







ĐỊNH Lí 2 

/* ——- T I “ I —”—\ 

Nếu F(x) là một nguyên hàm của hàm sô' f(x) trên K thì 
mọi nguyên hàm cùa f(x) trên K đều có dạng F(x) + c, với 
l cià một hàng sổ. _ J 

Chứng minh. Giả sử G(x) cũng là một nguyên hàm của/(.t) trẽn K t tức là 
G’(ji) =J{x) r X e K. Khi dó 

(G( X) - Fựff = ơ{x) - F '(x) =f{x) -/(*) = 0, jr e K. 

Vậy G(x) - F(x) là một hàm số khòng dổi trên K. Ta có 

G(x) - F(x) = c => GCr) = F(jt) + c, jr € K. ■ 

Hai định lí trên cho thấy : 

Nếu F(x) là một nguyên hàm của hàm sô' f{x) trốn K thì 

F{x) + c, CeM 

là họ tất cả các nguyẻn hàm QÙãf(x) trên K. Kí hiệu 

J/(x)dv = F(x) + c. 

CHỦ Ý 

Biểu ihức/(-v)dx chính là vi phần của nguyên hàm F(x) của 
f(x) t Vỉ dF(,r) = F '(*)djr =f{x)dx. 

Ví dụ 2 

a) Với X € (-00 ; + 00 ), |2.vdLv = X 2 + c ; 

b) Với í Ẽ (0 ; +ao), f—dí = In s + c ; 

J s 

c) Với / e (- 00 ; + 00 ), Ịcostdr = sin ĩ + c. 

2 . Tính chất của nguyên hàm 

TÍNH CHẤT 1 


( j/u*iv) 

r= m 



= /(0 + c. 


và 






Tính chất này dược suy trực tiếp từ định nghĩa nguyên hàm. 
Ví dụ sau dây minh hoạ cho tính chất dó. 


Ví dụ 3. Ta có 

Ị Jcos -xáxỴ = (sin X + cy = 

và j , (cosjf)'dr = —sinjc)djc = COSA + c. 

TÍNH CHẤT 2 


COSA 


jV(*)di = k j/(A)dc 


{£ ỉà hằng số khác 0). 


Chứng minh . 'Ilieo Tính chất 1, ta có 

Ị*J/(jr)cUỊ = kị J/(a)cLxỊ = kf(x). 

Từ đó suy ra J^/ r (jr)dv = k J/(jf)dt. ■ 

TÍNH CHẤT 3 


J[/(a) ± g(A)]dv = J/(A-)dv ± jg(A-)dv. 

Ẳ 4 .. 

/ * Hãy chứng mình Tính chất 3. 

2 

Ví dụ 4. Tim nguyỏn hàm của hàm số f{x) - 3 sin X + — trẽn khoảng (0; +00). 


Giải. Với* e(0;+ 00 ), ta có 

2 \ 


í 


3sin X + — 
XJ 


dv = 3 fsin x&x + 2 [— dv = -3 cosa + 2 ]n X + c . 

J J A' 


3. Sự tổn tại nguyên hàm 


Ta thừa nhận định lí dưới đảy. 

ĐỊNH ư 3 

Mọi hàm sốf(x) liên tục trên K đều có nguyồn hàm trên K, 









Ví du 5 


2 

a) Hàm sốf(x) = * 3 có nguyên hàm trên khoảng (0 ; +oo) và 

2 5 

+ c. 

J 5 

b) Hàm sò g(x) = —Ịr— có nguyên hàm tTÊn từng khoảng (kn ; ịk + l)ít) 

sin 2 X 

(k € 2) và 

J— ịỹ—áx - “COt X + c. 

J sin 2 JC 

4. Bảng nguyên hàm của một số hàm số sơ cấp 



5 

Lập bảng thao mẫu dưài đây rói dùng bảng đạo hảm trang 80 và trong SGK Đại sô' 
và Già ỉ tích 11 để điền các hàm số thích hợp vào cột bên phải 


/■M 

m+c 

0 


ax ữ ~^ 1 


] 

X 


e x 


ư x In a (a > 0, a * ì ) 


COSJT 


—sbur 


1 

cos 2 X 

* 

\ 

sin 2 X 


















Từ bảng các đạo hàm, ta có báng nguyên hàm sau đây. 


jbdí = c 

f</dr = " + C(ư >0, u * 1) 

J Inư 

Ịdv = Jt+c 

ịcosxdx = sinx+ c 

f.v“dv = —Jt° +1 + c (a * - 1) 

J a + 1 

Ịsinxdx = -cosx + c 

[— dv = ln|x| + c 

J X 

í- -rì y — t^Tl Y -T í"' 

_ U-l ULJ L* T 

J cos 2 X 

Ịe*dx =e* +c 

1-Ịr—dv = — cot X + c 

J sin" X 


Ví dụ 6. Tính : 


a) n 2 jT + 


1 ì 




di trôn khoảng (0 ; + 00 ); 


b) j(3cos X - 3' v 1 )dv trèn khoảng (-00 ; + 00 ), 
Giải 


a) Với X G (0 ; +oo) ta có 


Ị 2.V" + Ỵr i= di = 2 + J.I' 3 dv 

l V X 2 ; 


= ịx* + 3x 3 + c = -^x 3 + 3 yfx + c. 
3 3 


b) Với X e (-00 ; +oo) ta có 

J(3cosx - 3 x_1 )dx = 3 Jcosxdv - ]- Í3 v dx 

3 




1 y y 

= 3sínx - ——— + c = 3siai‘ — --+ c. 


3 In 3 


in 3 


CHỦ Ý 


Từ đây, yôu cầu tìm nguyên hàm của một hàm Số dược hỉểu [à 
lìm nguyên hàm trên từng khoảng xác định cùa nó. 



















II - PHƯƠNG PHÁP TÍNH NGUYÊN HÀM 


1. 



Phương pháp dổi biến số 

6 

a) Cho J(jr- l) lơ đ.T . Đăt ít = X — ỉ, hãy viết {.*-l) I0 dt theo u vá du. 

b) Cho f— dx, Đât x = e', hãy viết —dí theo / vá ớt. 

J X X 


DINH Lí 1 


Nếu Ị/(«)dw = F(u) + c và u = u(x) là hàm số có đạo hàm 
liên tuc thì 




J/(«(jr))w , (*)dx = F(m(jt)) + c, 

* I ■ 


Chứng minh. Theo công thức đạo hàm cùa hàtn hợp, ta có 

om*)))" = m<).«'(*). 

Vì F\ỉt )=/(«) =f(u(x)) nên (F(u{x))Y = f(u{x))u'(x). 

Như vậy, công thức |/(«)díi = F(u) + c dúng khi u là biến số độc lập thì 
cũng đúng khỉ M là một hàm số của biến số dộc lập X. ■ 

HỆ QUẢ 



(a * 0). 


Ví dụ 7. Tính Jsin(3x - l)dx 

Gidi. Vì Jsinudư = -cosw + c nẽn theo hẹ quả ta có 


jsin(3jt - 1 )gU = ~cos(3x - 1) + c. 


CHỨ Ý 


Nếu tính nguyên hàm theo biến mới u (u = «(*)) thì sau khi 
tính nguyên hàm, ta phải trở lại biến X ban đầu bằng cách thay 
u bởi u{x). 










Ví dụ 8. Tinh f - - dr. 

J (.í + 1) 5 

Giải. Đật li = X + I thì âu - Ổ.K. Khi đó, tích phân đã cho trờ thành 

J"—— dH = I ——Ịr du = fw^d« - [w” 5 díi =--ị.-“ + + c , 

J u 5 J U 4 u 5 ) y J 3 m 3 4 „4 

Thay u = X + t vào kết quả, ta được 


í 


1 n 1 


1 


-— rdx =-—— —.-- - - 

(x + iy (x + ìỹ{4 x + [ 3) 


+ c * 


2 . Phương pháp tính nguyên hàm từng phần 


ầ' ___ 

“ ^ Ta có (^coar) 1 - COK* - Jttỉiru 

hay -XSÌIU = (jtcosjf)' - co&r. 

Hây tính |(jrcosjc) , dr và jcosjcdx Từ đó tính [ rsĩiudr. 


ĐỊNH Lí 2 

Nếu hai hàm sô' u = u(x) và V = v(jt) có đạo hàm liên tục 
trên Ã' thì 


V 


Jzí{jr)v'(.r)dv = w{jr)v(jr) - Ịu '(^)v(jc)đbt. 




Chứng minh . Từ cỏng thức đạo hàm của tích 



(«(jr)v(jr))' = H'(jr)v(jr) + M(jr)v T (Jc) 


hay 

wU)v'(*) = (wUM*))‘- u'(x)v(x) t 


ta có 

Jh{*)v *(*)<!* = J(i/(jr)v(.r))’dv - JỉT( jr)v(jc)djr. 


Vậy 

Jw(jc)v'(x)djr = m( a>(a)“ jw’(jc)v(jt)<Lc. 

■ 


CHÚ Ý 

VI V'(*)&* = dv, u ’(x)dx = d«, nổn đẳng thức trên còn được 
viết ờ dạng 

J«dv - uv - jvdH. 


Đó là công thức tính nguyên hàm từng phần. 
















c) jìnxdx. 


Ví du 9, Tính 

a) ịxe Ằ dv ; b) Jx cos xáx ; 

Giải 

a) Đặt u = X và đ V = e'dv, ta có d u = d.v và V = e mX . Do dó 

Jxe r dx = xe v - Je'dv = xe v - e' + c. 

b) Đủi u = X và dv = cos X d X, la dược dí/ = d X và V — sinx. Vậy 

Jjc cosXd X - X sin X - Ịsin X d X 

hay jx cos xd X = xsin X + cos X + c. 

v , , , , , 1 _ 

c) Đại // - Inx, dv’ = dv, ta có dw = — dx và V = X . Do đó 

X 

Jln xáx = X tn X - jdv = X ]n X - X + c. 

* 

ỉ* Cho PU) là đa thửc của X, Từ Ví dụ 9 r hãy lập bảng theo mẫu dưới đây rối điền u và 
iiv thích hợp vào ố tròng theo phương pháp tính nguyên hàm từng phần, 



ịp{x)e'dv 

Jp( *)C05 jrdLr 

Jp(x) In Adr 

li 




dv 

e A du 




Bài tập 


1- Trong các cặp hàm số dưới dây, hàm số nào là nguyên hàm của hằm số còn 
lại? 

và —e x ; b) sỉnZv và sỉn 2 v ; 


c> ( 1 ~f) ** và 


1-ỊÌ 

x) 




2* Tim nguyốn hàm của các hàm số sau : 

V - . _ X + Vx + 1 
a)/(x)= — 


b)/(x) = 


2 X - 1 















1 


đ) f{x) = sin 5x. cos 3jt ; 


c)/(a) 


■ 2 2 
sin Á-COS X 


e) f(x) = tan A; 


g)Ầx)=e 


3- 2x . 


h)AO=- 


1 


(1 + a )(1 - 2 x ) 

Sử dụng phương pháp dổi biến số t hẫy tính : 

a) J(1 - XỶ djt (đặt M = 1 - jr) ; 

b) JjcC1 + x 2 ậáx (đạt H = 1 + A 2 ) ; 

c) Jcos\tsin jcd.v (dặt ĩ = cosa) ; 

d ) Ít—T 7—- Ctlặt J/ = e x + 1). 

e + e +2 

Sử dụng phương pháp tính nguyên hằm từng phẩn, hãy tính : 
a) J.vỉn(Ị + A>dv; b) j(jr 2 + 2x - l)f l dv; 

c) J.vsin(2jt + l)dv; d) J(1 - A-)cosx dí. 



TÍCH PHÂN 


I - KHÁ! NIỆM TÍCH PHÂN 


1. Diện tích hình thang cong 


/ ^ Kí hiệu T là hình thang vuông giới hạn bởi đường ỉhẳng y = 2x + I, trục hoảnh và hai 
đường thẳng X = l, X - t (1 < / < 5) (H.45). 


1. Tính dỉện tích của hình T khỉ I - 5 (H.46}, 

2. Tính diện tích sự) của hình T khì t € [1 - 5Ị. 







Hình 45 Hình 46 

3, Chứng minh rằng S(t) là một nguyên hàm của/b> = 2t + 1. / e 11 ; 5] và diện tích 
s = 5(5) -5(1). 


Cho hàm số y = fịx) liên tục, không đổi dấu trôn đoạn [ư; b]. Hình phẳng 
giới hạn bởi dổ thị của hàm sổ' y =/(.v) t trục hoành và hai dường thẳng X - 
<i, X - b dược gọi là hình thang cong (H. 47a). 

Ỏ lớp dưới, ta dã biết cách tính diện tích hình chữ nhạt, hình tam giác. Bầy 
giờ, ta xét bài toán tính diện tích hình phảng D giới hạn bời một đường 
cong kín bất kì (H. 47b). 




Bầng cách kẻ các đường thảng song song với các trục toa độ, ta chia D 
thành những hình nhỏ là nhũng hình thang cong (H.47a). Bài toán trẻn 
được dưa vể tính diện tích của hình thang cong. 

Ví dụ ỉ. Tính diện tích hình thang cong giới hạn bởi dường congy = X 2 % 
trục hoành và các đường thảng X = 0, X = 1. 

Giải. Với mỗi X G [0 ; 1 ] gọi S(a) là diện tích của phần hình thang cong đã 
cho nầm giữa hai dường thẳng vuông góc với Ox tại điểm có hoành dộ ơ và X 
(H.48). 



















Hình 48 


Hình 49 


Ta chứng minh 

S'(jr) = x 2 ,x e [0; 1]. 

Thậi vậy, với // > 0, kí hiệu S MN pọ và S MN £P lần lượt ỉà điộn tích các 
hình chữ nhạt MNPQ và MNEF (H.49), ta có 

S MNPQ - + h) - S(x) < S MNEF 

hay 

/|.V 2 < Sịx + h) — S(-r) < h{x + /ĩ) 2 . 

Vậy 


h 


Với h < 0» tính toán tương tự, ta được 


2xh + h 2 í S(x + h) - S{x) -x 2 íO. 


Tóm lại với mọi /i # 0, ta có 


su + h) - S(x) 2 

--- - Ằ 


< 2jc |/ỉ| + h 2 , 


Suy ra 


S‘{x) = lim 5(-t - h ] s( ** = X 2 

Á->0 /i 


Do đó, S(jr) là một nguyên hàm của hàm sô f(x) = X 2 trên đoạn [0; 1 ]. 




















V 3 

Mât khác (rên đoạn đó, F(x) = cùng là nguyên hàm của f(x) = X 2 nôn 

3 

3 

S(.v) = y+C,CeK. 

Từ gìà thiết S( 0) = 0* suy ra c = 0. Vậy 

5(0 = T- 

Thay X - t vào dằng thức trên, ta có diện tích của hình cần tìm là 5(1) = -Ị-. 

3 

Bây giờ, ta xét bài toán tìm diên tích hình thang cong bất kì. 

Cho hình thang cong giới hạn bởi các đường thảng X = a, X = b (a < b)> 
truc hoành và đường cong y =f(x), trong dóf(x) là hàm số liên tục, không 
âm trôn đoan [a ; bị. 

Với mỏi X G [íi ; /jj kí hiệu 5(x) là diện tích 
cùa phần hình thang cong dó nằm giừa hai 
dường thảng vuông góc với Ox lẩn lượt tại a 
và .V (H.50). 

Ta cũng chứng minh được S(x) là nguyCn 
hàm của/(x) trên đoạn \a \ b]. 

Giả sử F(x) cũng là một nguyên hàm củạ^x) thì 
có một hảng số c sao cho $(x) = F{x) + c. 

Vì S(a) = 0 nên F(a) + c - 0 hay c = -F{it). 

VkyS{x) = F(x)~ F{a). 

Thay V = /; vào đảng thức trên, ta có diện tích của hình thang cần tìm tà 

S(b) = F(h) - F(a). 


y f 


±1 y 



Hình 50 


2. Định nghĩa tích phản 

Ẫi,.. 

/ ^Gfả sử Jịx t là hàm số liên tục trèn đoạn I a ; h\, F(.v) và G(x) lả haí nguyên hàm của 
Chứng mịnh rằng F{h) - F(a) = G(h) - G{ư ), (tức là hiệu số F{h) - F(a) không 
phụ thuộc việc chọn nguyên hàm). 







Cho f{x) là hàm số Hên tục trổn đoạn [tí ; b]. Giả sừ F(x) là 
một nguyên hàm của Jịx) trên đoạn [tí ; b Ị. 

Hiêu số F{b) - F(a) dược goi là tích phàn từ tí đến /; (hay tích 
phân xác định trốn đoạn [tí ; 6J) của hàm s ốjịx) t kí hiệu là 

b 

J/(x)tU. 

ữ 

Ta còn dùng kí hiệu I^ để chỉ hiÊu số F(b) - F(a), 

Vậy 



b 

Ta gọi Ị là dấu tích phán , tí là cận dướiy h là cận trên, f(x)áx 

là biểu thức dưới dấu tích phàn và f(x) là hàm sô dưới dẩu 
tích phân. 

CHÚ Ý 

Trong trường hợp a - b hoặc a > b, ta quy ước 

j/U)dt = 0 ; j/(jc)dí = -ịf(x) dí. 

a a h 


Ví du 2 



- X 


ĩ = 2 2 -l 2 = 4-1=3; 


2) Jfị d/ 

ỉ' 


ln /1J = lne - lnl = 1—0 = 1. 


NHẬN XÉT 


b 

a) Tích phân cùa hàm /từ a đến b có thể kí hiẽu bời Ị/(.v)d X 

a 

b 

hay J/(f)d/. Tích phân dó chỉ phụ thuộc vào /và các cận tí, b 

ứ ' 

mà không phụ thuộc vào biến số X hay /. 






b) Ý nghĩa hỉnh học của tích phân. Nếu hàm số fỤc) liên tực và 

h 

không âm trên đoạn [ể/ ; h] t thì tích phân J/(A)d A là diộn 

a 

tích s của hình thang cong giới hạn bởi đổ thị của/to, trục Oa 
và hai dường thảng X = ư t x = h (H.47a). Vậy 

1 

s = J/(A)dA. 

tí 


II - TÍNH CHẤT CỦA TÍCH PHÂN 


TÍNH CHẤT 1 


h b 

I J//‘(A)dv = Ẳ'J/(A)dv' 

Ị it _ ư 

TÍNH CHẤT 2 


(A là hằng số). 


h h h 

J[/tO ± g(x)lfc = J/( v)di ± Ịg(x)áx. 

tí _ a _ ư _ 

^ 3 

/ Si Hây chứng minh các tính chất 1 và 2. 

4 

Ví dụ 3. Tính Ị(a 2 + 3VÃ)dv . 

1 

Giải. Ta có 

4 4 4 i 

J(A 2 + 3>/a )dv = Ịa 2 cLv + 3 Ịa^cÌa 

1 1 I 


33 

*■ 

4 

+ 3 

í 3 3 

2 2 
—X* 

< 3 J 

t 



4 3 - l 


+ 2(2 3 - 1) = 35 


1 


3 












TÍNH CHẤT 3 



{a < c < b). 


Chứng minh. Giả sử F(á) là một nguyên hàm của/(*) trên đoạn [a ; h]. Khi 
đó. F(*) cũng ỉà một nguyẻn hàm của flx) trẽn mỗi đoạn [a \ t ] và [c ; b]. Do 
đó, ta cỏ 

V h 

j/(.t)dr + J/U)dv = (F(c) - F(a)) + (F{b) - F(c)) 
tí c 

h 

• = F(h) - F(a) = ịf(x)ăx. m 

a 

2n 

Ví dụ 4. Tính J vr - cos2*d* . 

0 


Giải . Ta có 


2 n 2 n - -— 2 tc 

J Vl — cos 2* di = j \2sin 2 * dí = f Isin jc|djr 

0 0 0 


Vì sin* = - 


sin*, nếu 0 < * < 7Ĩ 
-sin*, nếu n < X < 2n 


nên 


2tt _ (71 2 n ' 

J yf\ - cos2*dv = Vĩ jlsin*|dr + J|sin*|d* 

0 \0 71 ; 

Jsin.tdr - 2 Ị sinjtdr 

0 ít 


= V2[(-cos*)|y +(cos*)|^] = 4 V 2 












III - PHƯƠNG PHÁP TÍNH TÍCH PHẢN 

1. Phương pháp đổi biến số 



Cho tích phân / = J(2.r + ]) 3 dv. 

0 

1. Tính / bằng cách khai triển (2jr + l) 2 * 

2. Đặt u = 2.V +1. Biến đổi biểu thức (2-1+ l) 2 djr thảnh y(«)díí. 

3. Tính [ )dw vã so sảnh kết quả với Ị trong câu 1. 

«( 0 ) 


Tương tự phương pháp đổi hiến sô' trong việc tính nguyên hàm, ta có định lí 

sau đây. 


ĐỊNH LÍ 

-I 

Chơ hàm số f(x) liên tục trên đoạn [ỡ~T~bĩ. Giả sử hàm SÔ'^\ 

X = <p(t)có dạo hàm liẽn tục trên đoạn [a ; p t } sao cho 
(p{a) = ư, <p(fi) = b và a < <p{t) < b với mọi íg|ơ; /?]. 


Khi dó 


b J3 

ịfU)dx= ịn<p(t))<p'{t)ÔL 

tí a 


djc. 


] , 

Ví dụ 5, Tính f —— 

0 I + * 2 


Giải. Đật X = tan/. Ta có x\t) = 


t 


cos 2 / 


Khi X = 0 thì í = 0, khi A = 1 thi / = 

4 

Các già thiết của dịnh ỉí trên dược thoả mãn. Do đó 












CHÚ Ý 


Trong nhiều trưởng hợp ta còn sử dụng phép đổi biến số ở 
dạng sau : 

h 

Cho hàm số f(x) liên tục trôn đoạn [a ; b]. Để tính í/(x)dx» 

ơ 

đôi khi ta chọn hàm sứ // = tf(x) làm biến số mới, trong dó trẽn 
đoạn [a \ b], ii(x) có đạo hàm liên tục và í/(x) G \ữ ; p\. 

Giả sử cổ thể viết 

/(-*■) = g(«(x))íí'U),x 6 [a;bl 

với g(u ) liên tục trên đoạn I a ; p\ t 
Khi đó, ta có 

b tt(b ) 

J/(x)dx - J 

u it{a) 


Ví dụ 6. Tính 


ỊỊ 

2 

jsin 2 xcosxdx 


0 


Gidi. Đặt u = sinx. Ta cỏn' = cosx 


\ 


Khi X — 0 tTù h( 0) = 0, khi X = — thì u ì ^ 

2 \2J 

Vậy 


= 1 


2 I 

Jsin 2 xcosxdx = Ị» 2 ch/ 
0 0 


1 3 

— 14 

3 


1 

0 


3 


1 

Ví dụ ố. Tính J 

0 


X 


(l + .v 2 ) 3 


dv. 


Giải . Đật w = 1 + X 2 , ta có w’ = 2.V , m( 0) = l , m( !) = 2 nên 


X 


1 

0 W) 3 


. 1 2 (J_ , 1 J_ 

d 2^ 4 A 

L I M 4 M 


2^ 

4 


è-' 


}_ 

16 








2. Phương pháp tính tích phân từng phần 

Ấ 5 

^ ^a) Hãy tính Jo + !>*(!! bằng phương pháp tính nguyên hàm từng phần. 

1 

b) Từ đó tỉnh J(jc + ly^du. 

0 

Từ phương pháp tính nguyên hàm từng phần, ta có định lí sau đây. 

ĐỊNH Ú 

f ^\Mếu lỉ = «(jc) và V = v(jc) là hai hàm số có dạo hàm liên ĩục\ 

trên đoạn [a ; b\ thì 

h h 

j«(.v)v’(^)dx = («(jr)vCO)|* - jV(-*M-*)d* 

a a 

h h b 

J«dv = MV J - Jvđí/. 

ư ii 


n 

2 

Ví dạ 7. Tính Jjrsinjidv. 
0 


Giải . Đặt « = X và dv = situcU, ta có díf - dx và V = -cosx. Do dó 


ĩĩ 

2 


Ị .ĩ sin xdx = (-jrcosjf) 


0 


- 1 
2 2 f 

() + Ịcos.vdv 
0 


= (-JtCOSJf) 


JT 

2 

0 


+ (sin Jt) 


ít 

2 

0 


= 0 + 1=1 


e , 

Vi dụ 8. Tính p^dv. 
1 x 












4 ] ĩ 1 

Giải. Đãl tỉ = In* vàdv = —áx t ta có d u - -dv vàv - —Do đó 

X 2 X X 



e cj e 



có BIẾT 

NIU-TƠN (ISSAC 


NEVVTON) 


J 


Niu-tơn (1643 — 1727) là nhà toán học, vật lí học, cơ học 
và thiên văn học vĩ đạì người Anh. 

Sinh ra thiếu tháng, Niu-tơn ỉà một đứa trẻ yếu ớt. Lớn 
lên Niu-tơn cũng không phải lồ môt cậu bé khoẻ mạnh. Cậu 
thường phầi Jránh nhũng trô chơi hiếu động cùa đám bạn bè 
cùng lứa tuổi. Thay vào đó, cậu tự sảng chẽ ra những trò 
chơr cho riêng mình, qua đố cung thấy được tài nâng thực 
nghiệm của Niu-tơn sớm được bộc 16. Khỉ thì cậu lồm ra 
những đổ chơi cơ học, như chiếc đồng hồ bằng gổ chạy 
được, khi thì cậu sáng chế ra chiếc cối xay giỏ, bên trong để 
một con chuột đóng vai trò người thợ xay. Có lần vào ban 
đêm Niu-ton đã thả chiếc diều mang đèn ỉống chiếu sáng, khiến cho dân làng hoàng 
SỢ. Và ngay từ lúc nhỏ, Niu-tơn đã rât chịu khó đọc sách và ghí chép cẩn thận nhũng 
điều lí thú mả cậu đọc được trong sách, 

Nâm 1661, 18 tuổi, Niu-tơn vào học tạt trường Đại học Cam-brit (Cambridge). Từ đó 
Niu-tơn thực sự quan tâm đến khoa học. Thầy dạy toàn của Niu-tơn thừa nhận 
cậu sinh viên xuất sắc của mình đã vượt mình và nâm 1669 ông nhường chức vụ 
gỉáo sư cho người học trò lỗi lạc ấy. Niu-tơn giữ chức này cho đến năm 1701. 

Cóng hiến lớn lao của Niu-tơn đốỉ với toán học là đổng thời và độc lập với Lai-bơ-nit 
(G. Leibniz), ông đã sáng lập ra phép tính vì phân và tích phàn. Ngay tử những năm 
1665 - 1666, lúc 22, 23 tuổi, Nỉu-tơn đâ xây dựng cơ sỏ cua phép tính này mà 
ông gọi là "phương pháp thống lượng", và ỏng đả áp dụng phương pháp đó để 
giải những bài toán về Cơ học. 

Niu-tơn và Laj-bd-nỉt đểu phát hiện ra mối liên hệ sâu sắc giữa tích phân và 
nguyên hàm, Lịch sử Toán học cho thấy khái niệm tích phân đã xuất hiện đọc lập 



/, NevvỊon 










vớt đạo hàm và nguyên hàm. Do đó. việc thiết lập mối liên hệ giữa tích phàn với 
nguyển hàm là một phát mình vĩ đại cùa Niu-tơn và Labbơ-nit, Kêt quả nảy đa được 
sừ dụng làm đính nghĩa tích phàn. 

Niu-tơn đã có những phát minh cơ bản vể dày vô hạn. Đặc biệt, ông mở rộng 
định lí, nay gọi là "đĩnh lí nhị thức Niu-tơn" cho trường hợp số mũ là một so thực 

tuy ý. 

Niu-tơn cỏn có những cổng hiến lớn lao trong các tĩnh vực Đạl số^Hình học, Cơ 
học và Vặt lí. Ông đả phát mình ra định luật vĩ đại vể vạn vật hấp dẫn. 


1, Tính các tích phần sau : 
ì_ 

a) ị yỊĨ\ - a) 2 cLv ; 

_J_ 

2 

2 , 

c) [—- 

• x(x + 1) 


e) J 


1 - 3jc 


dv; 


[{x + \y 


2. Tính các tích phần sau : 


Đài tộp 


b) 


jsin(Ị-x]dv; 


2 

d) + l) 2 (U; 

0 

ft 

* 

2 

g) J sin3jrcos5xdc. 

Tĩ 

~2 


2 


2 

m "Sị 

Pl - x\áx ; 

b) 

J sin z xáx; 

0 


0 

tn2 2x+l . 1 

d) 

5T 

Jsin2.vcos 

0 e 


0 


c) 






3. Sử dụng phương pháp dôi biến số, hãy tính : 

3 2 

a ) J — - Ỵầx (dặt« m X + 1); 

0 (1 + JC)2 

b) ựl - .í 2 dx (đạt X m sinf) ; 

0 

+ x) 

c ) j- d.v (đặt ti - ] + xe x )\ 

0 1 + xa 


d) fe 


•djr {a > 0) (dặt X = asin/) 


4. Sử dụng phương pháp tích phân từng phần, hãy tính : 


n 

2 

a) Ju + I)sin,rdv; 
0 

I 

c) jìn(I 4 - A')dv; 

0 


5. Tính các tích phân sau : 


1 3 

a) J(1 + 3x) 2 áx ; b) ị ~— -dr ; 

0 0 J - 1 

1 

6. rinh Jv( I - x) 5 dx bằng hai phương pháp : 
0 

;ỉ V flni hi^n CÁ ti — 1 _ V * 


e 

b) j.t 2 Inxdr; 

1 

1 

d) J(x 2 - 2x - ì)e~ x áx. 
0 


2 * 3-1 

b) y 


o). 


In(l + x) 


dv. 


a) Đổi bỉến sô M — 1 — JT; 

b) Tích phần từng phần. 









ỨNG DỤNG CỦA TÍCH PHÂN 

* 



TRONG HÌNH 


HỌC 


I - TÍNH DIỆN TÍCH HÌNH PHẢNG 


Ẩ 1 . 

/ * Tinh diện tích hình thang vuông được giởi hạn bởi các đướng thẳng V = -2.V - l,y = 0, 

X = ỉ VỀI .V = 5. 

So sánh với hình thang vuông trong ^ ì của §2. 


1. Hình phảng giới hạn bởỉ một đường cong và trục hoành 





Hình 5ỉ 


Già sử hàm sô' y =Jịx) liên tục, nhận giá trị 
khổng âm trẽn đoan \a ; bị Ta đã biết hình 
thang cong giới hạn bởi đổ thị của /(-t), trục 
hoành và hai đường thằng X = íi, X — h có 
diẽn tích s được tính theo công thúc 
h 

„ s = ịf(x)áx. (1) 

X a 

Trường hợp fix) < 0 trỗn doạn [a ; b] f ta có 
-fịx) > 0 và diện tích hình thang cong 
aABb bằng diện tích hình thang cong 
aA'8'b là hình đối xứng cùa hình thang dã 
cho qua trục hoành (H.51). Do dó 


s - S(iABh - S aA'B‘b 

Tổng quát, dìẹn tích 5 của hình 
phẳng giới hạn bởi đổ thị của 
hàm số /(.v) liẽn tục t trục hoành 
và hai dường thảng X = ư, X - b 
(H.52) được tính theo cống thức 

h 

s = j|/(.t)|dv. 


ỡ 
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(3) 














Ví dụ 1. Tính diện tích hình phẳng được giới hạn bơi dó thị của hàm số y — 



Cho hai hàm số y =fị{x) và y -f 2 (x) liên tục 
trên đoạn |ư ; b] . Gọi D là hình phảng giới 
hạn bởi đổ thị hai hàm số đó và các đường 
thảng .V = a, Jf = h (H.54). 

Xét trường hợp f](x) > / 2 U) với mọi 

X e \ư ; bị Gọi S|,S 2 là diện tích cùa hai 

hình thang cong giới hạn bởi trục hoành, haĩ 
dường thảng X - a, X - b vk các đường cong 
y - /i(x), y =/ 2 (-v) tương ứng. Khỉ dó, diộn tích 
s cùa hình D là 


y+ 
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h 

s = 5, - s 2 = -f 2 {x))úx. 

a 

Trong trường hợp tổng quát, người ta chứng minh được công thức 

h 

s = J]/,(.v) - / 2 U)|dA. 

ứ _ 


(4) 


CHÚ Ỷ 


Khi áp dụng công thức (4), cần khử dâu giá trị tuyệt đối của hàm 
số dưới dấu tích phân. Muôn vậy, ta giải phương trình 












f\ix) “ hi x ) - 0 trên đoạn [íi ; b]. Giả sử phương trình có hai 

nghiệm c, d (c < d). Khi đójị(x) - / 2 <x) không đôi dấu trẽn 

các đoạn [í/; í ], [c ; d\ t [d\ h\. Trẽn mổi đoạn đó, chảng hạn trẽn 
đoạn [a ; t’], ta có 


t 

c 

|/l(-')-/ 2 {Jt)|d.v = 

J(/[U) - / 2 (x))dv 

tí 

a 


Vi dụ 2, Tính dìộn tích hình phảng giới hạn bời hai dường thẳng X = 0. X = 71 
và dổ thị của hai hầm sớ y - cosx, y = siru (H.55). 

Giải, Đặt/|(x) = cosx,/ 2 (x) = sinx. 

Ta có /|(x) -/ 2 (x) = 0 
<=> cosx - sinx = 0 

<» * = *7 € [0 ; lĩ]. 

4 



y = COSA 


Vậy diện tích của hình phẳng đã cho là Hỉnh 53 

n 

71 4 7E 

s = J|cos X — sin xldx = j]co$x — sinxỊdx + ÍỊcosx — sinxldx = 

0 0 ít 

4 


J(cosx - sin x)dx 


0 


+ 


71 


J(cosx - sinx)dx 


(sin X + cosx)| 


lĩ/41 


(sinx + cosx) 


71 

71/4 


= 2 & 


Vt dụ 3' Tính điên tích hình phẳng giới hạn bởi hai dường cong y = X 3 - X và 

y = X - X 2 , 

Giàị, Ta có 


AM- fỵ( x ) ~ c* 3 - x) - (x - X 2 ) = X 3 + X 2 - 2x. 
















Phương trình fị(x) - / 2 {a) = 0 có ba nghiêm = -2, ” 0, *3 - 1. 


Vậy diỗn tích hình phảng đã cho là 


s= ịịx* + -V 2 - 2x\dx = 

0 

| J (x 2, + X 2 - 2x)dv 


1 

ị(x* + X 2 - 2x) dt 

w 

-2 

-2 


0 


/43 ^ 

X X 2 

— + - - X 

0 

+ 

4 ì \ 

X X 2 

ỉ 

4 3 J 

-2 


^T + 3 A J 

0 


8 5 = 37 

“ 3 + 12 ” 12 ' 


ỈI * TÍNH THỂ TÍCH 

ẺL 2 

/ \ Hảy nhắc lại công thức tính thể tích khối lâng trụ cỏ diện tích đảy bằng B và chiếu 
cao bằng h. 

1. Thể tích của vật thể 

Cắt một vật thể T bởi hai mặt phảng (P) và iQ) vuông góc với trục Ox lần lượt 
tại X = a t X - b {a < bị Một mặt phảng tuỳ ý vuông góc vớì Ox tại điểm X 
(a < X < b) cắt Tí theo thiết diên có diên tích là SCO (H.56). Giả sử S(jr) liỏn tục 
trẻn đoạn [a ; 6Ị. 


o 

ỉ 

1 ị 

Ịy 

ỉ 

t 

ị 


** **■ 1 

- -- 

Ị_ 

!sw 

1 

-^8 

"Q 

: 



0^-1 




X 


Hình 56 

Người ta chứng minh dược rằng thể tích V cúa phần vật thể T giới hạn bời 
hai mặt phăng {P) và (ộ) được tính bởi công thức : 

h 

V = Js(.v)dí. 


(5) 




























Ví dụ 4. Tính thể tích khối [ảng trụ, biết 
diên ỉ ích đáy bằng B và chiếu cao bằng h. 

Giấì, Chọn trục ồx song song với dường 
cao của khối làng trụ, còn hai dáy nằm 
trong hai mặt phảng vuóng góc với ƠA 
tại X = 0 và X = h (H.57), 

Hiển nhiên, một mặt phẳng tuỳ ý vuông góc 
với trục Ox, cắt lẫng trụ theo thiết diện có 
diên tích không đổi S(x) = B (0 < X < h ). 

Áp đụng công thức (5), ta có 


h h 

V = Js(jr)dv = ỊbOx = Bx 

0 0 


h 

0 


= Bh . 



2. Thể tích khôi chốp và khối chóp cụt 

a) Cho khôi chóp có chiều cao bằng // và 
diộn tích đáy bảng B. 

Chọn trục Ox vuông góc với mật phẳng 
đáy tại điểm I sao cho gốc o trùng với 
dinh của khối chóp và có hướng xác định 

bởi vectơớ/. Khi dó ỡỉ = h. Mốt mặt 
phẳng (a) mỏng góc với Ox tại 
(0 < X ẩ h) cầt khối chóp theo thiết dỉộn 
có diện tích là S{x) (H.58). Ta có 

S(.v) = B~. 
h 2 

Khí dó, thể tích V của khối chóp ỉà 
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3 J 


0 


Bh 

ề 

3 


b) Cho khối chóp cụt tạo bởi khối chóp 
dỉnh s có diện tích haỉ đáy lần lượt là B, 
B' và chiều cao bầng h. 
























= B 


a 


Vì B' = B—r và h = b - a nên 


r 


Chọn trục Ox Irùng với đường cao cùa 
khới chóp và gốc o trùng với dỉnh s. 
Hai mặt phảng dáy cúa khốỉ chóp cụt 
cắt Ox tại / và r (H.59). Đặt Ol = b y 
Oỉ' = ư (ư < b). Gọi V là thổ tích của 
khối chóp cụt. Ta có 


b 2 R 

v= ÍB^r-dx = Arịb 3 - a 3 ) 

í h 3í> 2 


V = + ■ĨBB' + B'l 

3 
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III - THỂ TÍCH CỦA KHỐI TRÒN XOAY 


ũ* 

/ ^ Nhắc lại khái niệm mặt tròn xoay vả khối trỏn xoay trong hình học. 



Nghệ nhăn tàm gốm à Bút Tràng 















Bài toán 


Giả sử một hình thang cong giới hạn 
bởi đổ thị hàm số y = yu), trục o.v và 
hai dường thẳng X = a và X = b (a < b) 
quay xung quanh trục o.x tạo thành 
một khói tròn xoay (H.60). Hãy tính thể 
lích V cúa nó. 


Giải. Thiết diện của khối tròn xoay trên 
tạo bời mặt phăng vuông góc với trục Ox 
tại X e [í/ ; ià hình tròn có bán kính 
bằng \f{x)\ . Do đó, diện tích của thiết 

diện ià S{x) = nf 2 ịx). Vậy theo cống 
thức (5)ta có 


h 

V = 71 J/ 2 (,v)dx. 

a 


( 6 ) 


Ví dụ 5. Cho hình phảng giới hạn bởi 
dường cong y = si IU, trục hoành và hai 
đường thảng X — ơ, X = 7Ĩ (H.61). 

Tính thể tích khối tròn xoay thu được 
khi quay hình này xung quanh trục ỡx. 

Giấi. Áp dung cổng thức (6), ta có 

X rc 

V - n Jsin 2 jfdi* =— j(l - cos2x)dx 

0 2 ũ 


1 'j|K _ 71 2 

= — .V - — sm2.v \\ n - 

2 ) ị0 2 

Ví dụ ố. Tính thể tích hình cầu bán kính /?. 

Giải. Hình cầu bán kính R là khối tròn 
xoay thu dược khi quay nửa hình tròn 

giới hạn bởi dường y = yỈR 2 - A 2 

(-R < X < R) và trục hoành xung quanh 
Ox (ti. 62 ), 



Hình 6Ũ 



Hình 6 Ị 

yị 
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t ^ 1 * + ^ 






















* r— -- 

Vậy V = 7C J (V/? 2 - A 2 ) 2 dv 

-R 


R 

( “t ^ 

= 71 f (/? 2 - X" }dv = n. 

r\x - ỉ- 

-R 

1 3 J 


R 4 * 

=^7t/r. 
-R 3 


Bài tộp 


1. Tính dỉốn tích hình phẩng giới hạn bởi các đường : 
a) y = -V 2 , y = X + 2 ; b) y — lỉn x\ , y = I ; 

c) y = (x - 6) 2 , y = 6x - X 1 . 

2. Tính dìộn tích hình phảng giới hạn bởi đường cong y = X 2 + 1, tiếp luyến 
với dường này lại di ém /U(2 ; 5) và trục Ov. 

^2 ." 

3* Parabol y = ~ chia hình tròn có tâm tại gốc toạ độ, bán kính 2v2 

thành hai phẩn, Tim tỉ số diộn tích của chúng, 

4» Tính thể tích khối tròn xoay do hình phảng giới hạn bởi các dường sau 
quay quanh Ox : 

a) y - 1 - X 2 , y = 0 ; 

b) y = cosx, y = 0, X = 0, X = 7T; 

TỊ 

c) y = tanx, y = 0, X = 0 t X =* 7 . 


5, Cho tam gỉác vuồng OPM có cạnh OP nằm trên trục Ox. Đặt 

f ^ 

ROM = a t OM = R 0<a< ~ t R > 0 . 

V 3 J 

Gọi 7-là khối tròn xoay thu được khi quay tam 
giác dỏ xung quanh trục Ox (H.63). 

a) Tính thể tích của T >theo a va R. õ 

b) Tìm a sao cho thể tích của 7’lớn nhất. 



Hình 63 











BAN CÓ BIẾT 



LỊCH SỬ PHÉP TÍNH TÍCH PHÂN 


Ra đời trên cơ sở trực giác, phép tính tích phân đả được các nhà bảo học sử dụng 
tử trước thế kĩ XVIII. Đến thế kì XIX, Cô-si (Cauchy, 1789 - 1857) và Ri-man 
(Riemann, 1826 - 1866) mới xây dựng được một li thuyết chính xác về tích phân. LI 
thuyết này về sau được Ld-be-gơ (Lebesgue, 1875 - 1941) và Đãng-gioa (Denjoy, 
1884 - 1974) hoàn thỉện. 

Để định nghĩa tích phân, cảc nhà toán học ở thế kỉ XVII và XVIII không dùng đến 
khái niệm giới hạn. Thay vào đó, họ nóì "tổng của một số vó cùng lớn những sỏ 
hạng võ cùng nhỏ". Chẳng hạn, diện tích của hình thang cong là tong của một số 
vô cùng lớn những điện tích của những hĩnh chữ nhật vô cùng nhò, Dựa trẽn cơ sở 
này, Kê~ple (Kepler, 1571 - 1630) đã tính một cảch chính xác nhiều diện tích và 
thể tích. Các nghiên cứu này được Ca-va-li-ơ-ri {Cavalierie,1598 - 1647) tiếp tục 
phát triển. 

Dưới dạng trừu tượng, tích phân đã được Lai-bơ-nit định nghĩa và đưa vào kí hiệu J, Tên 
gọi "tích phản" đo Bec-mHi (Jacob Bernou!lí t 1654 - 1705), học trò của Lai-bơ-nit 
đề xuất. 

Như vậy, tích phân đã xuất hiện độc lập vổi đạo hàm và nguyên hàm. Do đó, việc 
thiết lập líèn hệ giữa tích phân và nguyên hàm ỉà một phát minh vĩ đại của Niu-tơn 
và Lai-bơ-nit. 

Khái niệm hiện đại về tích phân, xem như giới hạn của cảc tổng tích phàn, là của 
Cô-si và Ri-man. 



ọc THÊM 

TlNH DIỆN TÍCH BẦNG GIỚI HẠN 


1. Tính diện tích hỉnh thang cong 

Xét hình thang cong giới hạn bồi các đường JE = ư, X = b (« < hỵ y - 0 và y =/U), 
trong đó jịx) là hàm số liỗn tục, không âm trên đoạn I ít ; b\. 

Để tính diện tích của hình thang cong trên, ta dùng phẻp chia nhò, xấp xỉ bởi một 
hình bậc thang và chuyển qua giới hạn. 

Ta chia đoạn |<J; />j thành n phần tuỳ ý bởi các điểm x Qt ,Vp .... .r fl sao cho 

<* = Xq< x I< *** <x n~ b 




Từ các điểm chìa, vẽ các đường thẳng song song vớí trục Oy, tương ửng chia hình 
thang cong thành n hình thang cong nhỏ (H.64a). 


y ị 


o 


X 


a) bí 
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Tại mỗi hình thang cong x ; _ ịA ì B l x fi ta dựng một hình chữ nhật có đây là đoạn 
t.v ; A- 1 và Chiều cao bằng f(ậ t ) với ậị lấy tuỳ ý trẽn đoạn ịx M ;.r,| ÍH.64b). 
Hình chữ nhật nhận được x í _ ị M ị N i x l có diện tích bằng 



y=Â*) 



Số này xấp xĩ diện tích hinh thang cong.v.^ữ^. 

Kí hiệu s là diện tích hình thang cong tiABh cấn tìm, ta cỏ 

s * /(£,X*1 -Xq) + f(4 2 X.ÍJ -*!>+- + /Cfc- x „-ì >• 


hay t 1 ) 

Í=1 

Xấp xỉ này càng chính xác nêu tất cả các hiệu số Xị - .V J _ 1 càng nhỏ. Sự kiện này gợi ỷ 
cho ta vể phép chuyển qua giới hạn khi max (x- - x p _|) dần tới 0 để thu được diện tích 

hình thang cong iiABh. 

Xét 

lim y /(£.){ X- —X; ,) khi max (x - X ,) -4 0. (2) 

Người ta chứng minh được rằng nếu J[x) liên tục trên đoạn 1« ; h I thì giới hạn (2) 
luôn tổn tại không phụ thuộc cách chia đoạn \ư ; h\ và cách lấy điểm ệ t e|x M ; x ( ], 

i = 1,2. tỉ. Giỡì hạn ấy gọi là diện tích của hình thang cong đâ cho. 



















(3) 


5 - lim ^ /tí- )(.r. - *._!) khi max (jr ( . - Jf._!) -> 0. 

IíiSh 

2. Áp dụng 

Nhờ giới hạn dạng (3), ta cố thể tính được diện tích một số hỉnh phẳng. 

Ví dụ 1, Tính diện tích hỉnh thang cong y 
giới hạn bởi các đường 

y = .r 2 ,y s 0, X = 0 vè X - I , 

Giải. Ta tiến hành theo phương pháp trên 
nhưng chia đoạn [d; b\ thành n phần bằng 
nhau, tức tà độ dài các đoạn : X Ẵ Ị 


băng —. Đỉểm ậ. được chọn là mút trái 

ti 1 

của đoạn|x M : Xị I. ặ = Xị_ v Khi đỏ 


(i-ịỸ . . __ o 

/<<) = ! ,í=l.2 .n (H.65). 

m _ ■ ^_ J t 



Ta lặp tống dạng (1) 
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tí 


6« 


(ff-1X211-1) 

6 ti 2 


Vậy 


5 = lim ±XỈM -X M ) = Ịta - ỉ 


(vỉ chia đếu đoạn [(ỉ ; /j] nên max{,t- - x._. ) -> 0 o lì -4 +x). 

lírS* 11 

Vỉ dụ 2. Tinh diện tích hỉnh tròn bán kính R. 

GiàL Vỉ diện tích hình tròn không phụ thuộc vị trí của nó trong mạt phẳng Qxy 
nên để xác định, ta gíả sử tàm hình tròn trùng vớỉ gốc toạ độ. Hình tròn đổi xứng 
qua tâm, nén ta chỉ cần tính dỉện tích của phẩn nằm ở gỏc phần tư thứ nhất của 
mặt phẳng ỉoạ độ. 

Hình tròn được giới hạn bởí đường tròn có phương trình là X 2 +y 2 = R 2 . Ta có thể 
viết phương trình này ở dạng tham số 

X = Rcost, y = y?siní, 0sr5 2ĩt. 

















Ta tính diện tích phần tư hình tròn được giới hạn bởi cung tròn * = Rcost. y = Rsìĩìt 



và hai trục toạ độ X = 0 và V - 0. 



Ta chia đoạn [0 ; J?] trên trục hoành 
thành n phần bởi các điểm Xị ụ - 0,«) 

sao cho các điểm Mị (ì = 0 . tì) tương 

ứng chia cung tròn thành n phần bằng 
nhau. Khl đó. số đo các cung nhỏ 

đều bằng Điểm 4, được chọn 

trùng VỚI V (mút phải đoạn |jr M ; x t l) 
(H. 66 ). Ta cố 


JT; = R cos 

í 

■ n 1 

— 

-Í-— 

1 

\ 2 

2 / 1 J 

V 

y f - ^ Psínị 

f ít 

. K ^ 


-í— 

lĩ 

2 / 1 ) 


R 
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Lập tổng dạng (1), ta được 



= 2R 1 Vsin(/j-i)- 7 -.sin( 2 w- 2 i + ))”. sin—" 
“ 2 ti 4« 4 n 

1=1 

= 2 R 2 sin-r- sỉn{rt- l)-^-.sin( 2 /i-l)- 7 -+ 


4 / 1 L 


2 n 


4 n 


TE . ^ „ v n . 71 3ti1 

+ sin{rt-2)“SÌn(2/i-3)'7—+...+SỈII—-sin— 

2« 4n 2 rì 4n\ 

R 2 sin “ f oos- 7 *-cos(4/i -3)- 7 - ) + ( C0S“ -cos(4n - 7)— j + 
4n w 4 n 4 n) \ 4 n 4 nỉ 

+...+ícos-“—cos5-^-ì 
V 4 n 4 n /. 


R cos-7-.(/1-1) 5111-7-- 
4 n 


4n 

—R^ sin—[cos 5—-+cos9——K..+cos(4n — 3)-—“ . 
4/1L 4« 4/í 4/1J 














Vì cos5jt +COS9-* +...+cos(4/i-3)jr - 

nên lổng trên viết thành 


V f(ậị )(.¥■ - Xị. ) = /? 2 cos~. (tì - !)sin - R 2 sin 
f=] ' 4/ỉ 4/1 


sin(4/i - ]).v - sin 3x 
2 sin 2x 


Jt . 3íi 
„ stn( 4 /i-l)- 7 --sin : 7 - 
1 n2rc 4» 4/? 


4 n 


_ , Ĩĩĩ 

2 sìn —— 
4« 


= R 2 cos-^-.(n- t)siri“- R 2 . 
4 n 4« 


[ sm(4/r —1)-~—sin 1 
L 4/1 4 ni 


A cos 7 — 
4 tì 


Chuyển qua giới hạn đẳng thức trên khi ti -* +00 (vì max(jr ; ->0 o n -> +oo) T 

ta được 


5 = hm Ễ/ÍẶX-S-*;-]> = 

ít—M-ŨO n 

t-ĩ 


= lim 

ri—M“OQ 


/? 2 cos-^-.~(I-—) 

4/1 4 /í rc 


sin— (sin(4/t-])-^-sin^ì 
4» _ ^2 v_ _ 4/1 4/ĩ 7 

- 7 - 4cos-“ 

4/í 4/< 


fĩ/?' 


Vậy điện tích hình tròn bằng TiR 2 . 


Ôn tập chương 3 

1. a) Phát biéu định nghía nguyên hàm của hàm số f(x) trẽn một khoảng, 
b) Nêu phương pháp tính nguyên hàm từng phần. Cho ví dụ minh hoạ. 

2. a) Phát biểu định nghĩa tích phân của hàm số f(x > trên một đoạn. 

b) Nêu các tính chất cùa tích phần. Cho ví dụ minh hoạ. 

3. Tìm nguyên hàm của các hàm số sau : 

a )f(x) = t* - I)(1 - 2x){ 1 - 3.V); b) f(x) = sín4veos 2 Zv ; 

c) /(a) = —U- ; d) f(x) = (e x - l) 3 . 

] - X 2 










4. Tính : 


a) J(2 - .v) sin xdx ; 


c) ] — áx ; 

e x + I 

e) r ' r 

J V1 + X + Vx 

Tính : 

a) '•biTT d * ; 

oVl + Jf 

2 

c) J.v 2 e 3 x dLv; 

0 


dv; 


6. Tính : 

Tí 


a) |cos2ASÍn 2 .vdi; 
0 


c) J 


(a + 1)(a + 2)(a + 3) 


dv; 


1 

71 


X 


2 

e) J(sinA + cosjt) 2 di ; 
0 


b) |- 


(A + \Y 


jx 


■djc; 


d) fc 


1 


g) [ 


(sin X + cos x) 

J_ 

(l + x)(2-x) 


2 

dv. 


di; 


64 r 
f 1 + V.V , 

b) ! *r*■= 

K 

d) jVl + sin 2 x dx; 
0 

b) Ịịz x - 2 ~ x \dx; 
-1 


d) Ị 


0 


X 1 - 2x - 3 


■de; 


n 

g) J(x + sìnx) 2 đ*'. 
0 


Bài tộp trắc nghiệm 


1. Tính j 

■ dv 

Vl - X 

(A) 

c 

Vl-X 


, kết quả là : 


; (B)cVi~-T; (C) -2Vi - A + c ; (D) 


vr 


+ c. 


X 






















2. Tính Í2^ ^áx, kết quả sai là 

: Vĩ 

(A) 2 


V*+1 +C; 

( Í7 

(B) 2 2^ x - 

\ 

Ị^ + lì+C; 

(D) 2** + c. 


-l) + C; 


TE 

3. Tích phân Jcos^ JC sin jrdr bằng : 
0 


(A) -ị. 


2 

(B)| ; 


< c >| = 


(D)0. 


7Ĩ n 

2 2 

4, Cho hai tích phân Ịsin 2 xáx và Ịcos 2 xáx T hày chi ra khẳng định đúng 

0 0 

7t Jt TE TC 

2 2 2 2 

(A) Jsìn 2 xáx > Ịcos 2 Adv; (B) j$in 2 jrdv< Ịcos 2 jrdv; 

0 0 0 0 


ĩĩ 71 

2 2 

(C) Jsin 2 jrdjr = Jeos 2 jrdt; (D) Không so sánh được. 

0 0 

5. Diện tích hình phảng giới hạn bởi các đường cong 

T c 

a) y = X và y 55 X bảng : 


(A)0; (B) -4; (C) ị; (D) 2. 

6 

b) y = X + sin x\ầ y = X (0 < X < 2x) bằng : 

(A)-4; (B) 4 ; (C) 0 ; (D) 1. 

6* Cho hình phẳng giới hạn bởi các dường y - yfx và y = quay xung 
quanh trục Ox. Thể tích cùa khối tròn xoay tạo thành bảng : 

(A)0; (BHi; (C)*; (D) í. 




^ Số phức 
Cộng, tru và nhân số phức 
Phép chia số phúc 


Phương trình bậc hai với hệ số thục 


SỐPH 


















SỐ PHỨC 


1. Sô i 


Ta đã biết các phương trình bậc hai vứi biệt số âm không có nghiệm thực. 
Phương trình bậc hai dơn giản nhất khống có nghiệm thực tà phương trình 


X 2 + 1=0. 


Với mong muốn mở rông tập hợp số thực dé mọi phương trình bậc n đều có 
nghiệm, người ta dưa ra một sổ mới, kí hiệu là ì và coi nó lằ nghiệm của 
phương trình trẽn. Như vậy 



2. Định nghĩa số phức 

Mỏi biểu thức dạng a + bi 7 trong dó ư, b € R, ị 2 = -I được 
gọi là một số phức. 

Đối với $ố phức z = a + bi, la nóỉ ti là phần thực, b ỉà phán 
ảo của r. 

TẠp hợp các sô' phức kí hiệu tà c. 

Ví dụ ỉ, Các số sau là những số phức : 

2 + 5i \ -y/ĩ + 3i ; 1 + (-3)/ (còn viết là 1 -30; 1+^3/ (còn viết là 

l+iS/5). 

Ằv 1 

* *Tìm phần thực và phần ảo của các số phức sau : -3 + 5/, 4-/^2, 0+Tti. 1 + Oi. 

3. Sò phức bằng nhau 

Haì số phức là bằng nhau nếu phẩn thực và phần ảo của 
chúng tương ứng bằng nhau. 


a + bi = c + dì <=> a — V và b = d , 





Ví dụ 2. Tim các số thực X và y, biết 

Ọ.X + 1) + Oy - 2V = (jt + 2) + (y + 4)ĩ. 

Giải. Từ định nghĩa của hai số phức bằng nhau, ta có 

2x + 1 55 X + 2 và 3y - 2 = y + 4. 

Vậy .V = 1 và y = 3. 

CHÚ Ý 

• Mỗi sò thực <1 được coi là một sô' phức với phần ảo bằng 0 

íỉ = a + 0/. 

Như vậy, mỗi sô ĩ hực cũng ì ù mộĩ sô phứt'. Ta có R c c. 

* Số phức 0 + hi được gọi là số ảo và viết đơn giản ỉà bi 

hi = Q + bi. 

Đặc biệt i = 0+1/ . 

Sò i được gọi ỉ à đơn vị ảo. 



\ đi . V5 

Viết số phức 1 có phần thực bằng Ị, phần ào bằng 


4. Biểu diễn hình học Sỡ phức 

Như trên đà thấy, mỗi số phức 2 = a + bi hoàn 
toàn được xác định bởi cập số thực (í/; b ). 

Điểm M{a ; b) trong một hệ toạ dộ 
vuông góc cùa mật phảng dược gọi là 
diểm biếu diẻn số phức 2 - a + bi 
(H.67). 


Ví dụ 3. (H.68) 

Điểm A biểu diễn sổ phức 3 + 2/; 
Điểm B biểu dìẻn số phức 2 — 3/; 
Điểm c biểu diên số phức ”3 — 2i; 
Điểm D biểu dỉẻn số phức 0 + 3/. 


2 • y* 

b 

í 

. . *1 

1 

1 

M 

Ị 

Ị 

0 

a . X 
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Jẽ^3 

/ ^ a) Biểu diễn trên mât phảng toạ độ các sổ phức sau : 3 - 2i, -4i, 3 . 

b) Các điểm biểu diễn số thực, số ào nằm ở đâu trẻn mặt phẳng toạ độ ? 


5. Môđun của số phức 


Già sử số phức 2 = a + bi dược biểu diẻn bởi điểm y j 

i 

M(a ; b ) trên mặt phảng toạ dộ (H.69). 



Đò dài của veclơ OM dươc goí là h 

M 


■ - c ■ 1 / 

íìiòđun của sổ phức 2 và kí hiệu là lzl. 

X 1 

/ ỉ 

i 


Vây 


1 

X 1 

/ ĩ 


1 

rl = loAílhaylớ + hi\ = 

= \om\ . ° 

£1 X 

Dể thấy 


\ư + bi 1 = yja 2 + b 2 , 
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Ví dụ 4 

|3 - 2(1 = \Ịr + (-2 ) 1 = Vĩ 3. 
|l +('V3| = \[\ + (V3) 2 = 2. 

Ấ 4 

SỐ phức nào có môđun bằng 0 ? 


6, Sô phức liên hợp 

js^5 

ĩ ^ Siểu diễn cảc cặp số phức sau trẽn mãt phẳng toạ độ và nêu nhận xẻt: 

a) 2 + ĩi và 2-3/. 

b) -2 + 3/ và -2-3/. 


Cho sô' phức z = a + bi. Ta gọi yii 
a - bi là số phức liên hựp của z và 
kí hiệu là 2 - a - bi. 

Vi dụ 5 

- = -3 +- 2/, 2 = — 3 - 2 í. 

2 = 4- X 2=4 + 3i. 

Trên mật phẳng toạ độ, các điểm biểu diẻn r 
và 2 đối xứng với nhau qua irục Ox (H.70). 



a + bi 

——*■ 

X 

a - hi 
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Ầị. 

p ^Choz-3-2í * 

a) Hãy tính 7 và F, Nêu nhận xẻt. 

b) Tính }z\ vầ |ĩ|. Nêu nhận xét, 

Từ định nghĩa ta có : 

-f| mr ■ m 

““ •* * 

• tí = Iz|. 


BAN CÓ BIẾT 



CÁC-ĐA-NÔ (GI RoLAMo CARDANO) 


Các-đa-nỏ (1501 - 1576} là một nhà bác học người HtaHÌ-a. 
òng sỉnh nâm 1501, đạt học vỉ tiến sĩ y khoa rsâm 1526, 
nhưng không được hành nghể y mà trở thành tháy giáo 
đạy toán, ông có trện 200 công trình về các tĩnh vực 
Toàn học, Y học, Triết học, Thiên vãn học, Ám nhạc và 
Thẩn học. Năm 1545 ông xuất bản quyển sách "Nghệ 
thuật lớn của phép giải các phương trình đại sổ". Trong 
cuốn sách này, ông trình bày cách giai phương trình bậc 
ba. bậc bốn và để cập tới cân bậc hai của số ảm. Có thể 
nói sự nghiên cứu số phức khởi nguồn từ cóng trình này. 



G. CurdtítìO 


Bài tạp 

1. Tính phần thực và phần ảo của số phức biết: 

a) z = 1 - Tii; b) 1 = - i ; 

c ) 2 = 2V2 ; d) z = -li. 

2. Tim các sò thực X và V, biết : 

a) (3;t - 2) + (2 y + l)i = u + 1) - ừ - 5 ỵ ; 

b) (] - 2x) - <V3 = Vs + (1 -3y)i; 

c) (2jc + y) + (2.V - x)i - (jr - 2y + 3) + {y + 2x + ĩ)j. 





3* Trẽn mặt phảng toạ độ tìm iập hợp điểm biểu diẻn các sổ phức 7 thoả mãn 
điểu kiện : 

a) Phần thực của z bằng -2 ; 

b) Phán ảo của 7 bằng 3 ; 

c) Phần Ihực của 7 thuộc khỡàng (-1 ; 2); 
đ) Phần ảo của 7 thuộc doạn [I ; 3]; 

g) Phán thực và phần ảo của 2 đểu thuộc đoạn [-2 ; 2Ị. 

4. Tínhíz| với 

a)z = -2 + i>/3; b)z = JĨ~3i\_ 

c)z = -S; d)z«íi/3. 

5. Trên mặt phẳng toạ dộ, lìm tập hợp điểm biểu diễn các số phức 1 thoả mân 
từng điểu kiện : 

a) \z\ = 1; b) |z| < 1; 

c) 1 < \z\ í 2; d) \z\ - I và phần ảo của z bằng I. 

6. Tìm 7, biết; 


a) 2 = 1 - 2 ; 

c) z = 5 ; 


b) z — —>/2 + i4 3 ; 

d) 2 = lũ 



CỘNG, TRỪ VÀ NHÂN SỐ PHỨC 


1. Phép cộng và phép trừ 


Ấ 1 

/ * Theo quy tầc cộng, trừ đa thức {coi ì là biến), hãy tinh : 


(3 + 2í) + (5 + Ki); 


(7 + 5/)-(4+3i). 


Phép cộng và phép Irừ hai số phức được thực hiẻn theo quy tác 
cộng, trừ đa thức. 




Ví dụ ỉ 

(5 + 20 + (3 + 70 = (5 + 3) + (2 + 7)i = 8 + 9/, 

(1 + 60 - (4 + 30 = (1 - 4) + (6 - 3)í' = -3 + 3i. 

Tổng quát 

(íi + bi) 4 - (c + é//) = (í/ + í) + (/; + J)j; 

(í/ + />0 — (( + í/í ) = («-(■) + (/? - í/)i. 


2. Phép nhân 


2 

/ V 

¥ ^ Theo quy ỉẳc nhân đa ỉhức với chú ý 


i 2 =-l, hãy tính (3 + 20(2 + 30 


Phép nhân hai số phức đươc thực hiện theo quy tắc nhân đa 
thức rổi thay ị 2 = -I trong kết quà nhận được. 

Ví dụ 2 

(5 + 2í)(4 + 30 = 20 + 15/ + 8/ + 6/ 2 = (20 - 6) + (15 + 8)/ = 14 + 23/; 

(2 - 30(6 + 4/) = 12 + 8/ - 18/ - 12i 2 = 12 + 8/ - 18/ + 12 
= (12 + 12) + (8 - 18)/ = 24 - 10/. 


Tổng quát 

(a + bi)(c + di) - ac + ữdi + bù + bdi 2 = (te + ađi + bà - bd. 


Vậy 

(rt + hi)(c + di) - (ỉtc - hd) + (ad + bc)i. 


CHÚ Ý 

Phép cộng và phép nhấn các số phức có tất cả các tính chất 
của phép cộng và phép nhân các sớ thực. 


Bài tộp 


1. Thực hiện các phép tính sau: 
a) (3 - 50 + (2 + 40 ; 
c) (4 + 30 - (5 - 70 ; 


b) (-2-30 + Í-1 -70; 
d) (2 - 30 - (5 - 40. 




b) a = 1 -2i t p = 6i; 
d) a = 15, /? = 4-2/. 


2. Tính a + p\ a - p với : 
a) a = 3, /? = 2ì ; 
c) cr = 5/, p - -lì ; 

3. Thực hiện các phép tính sau : 

a) (3 - 20(2 - 30 ; b) (-1 + 0(3 + li) ; 

<0 5(4 + 30 ; d) (-2 - 5i).4i. 

4. Tính í' 4 , r\ 

Nẽu cách tính í ÍJ với n tà một số ụr nhiên tuỳ ý, 

5. Tính: 

a) (2 + 3/) 2 ; b) (2 + 3/)-\ 



PHÉP CHIA SỐ PHỨC 


1. Tổng và tích của hai sô phức liên hợp 


Ẩl. 

/ ^ Cho 2 = 2 + ỉì. Hầy tinh z + z và ỉ.ĩ. Nêu nhận xét. 
Cho số phức z = ii + hi. Ta có 


z + z - (a + bi) + (a - hi) = 2a. 

2j - (ơ + bi){ữ - bi) - a 2 - (bi) 2 = a 2 + b 2 = Ịz| 2 . 

* Tổng cùa một sổ phức vói Sỡ phức liên hợp cùa nó bằng hai 
lần phần rhực cùa sổ phức dó. 

* Tích của một sô phức với sô phức ỉiẽrt hợp của nó hằng bình 
phương mỏđun cùa sô phức đó, 

Vậy lổng và tích cùa hai sô' phức liên hợp là một sô' thực. 




2. Phép chia hai sô phức 


Chia số phức c + dị cho sổ phức a + hi khác 0 í à tìm số phức z sao cho 
V + di = {a + hi)z, SỔ phức 2 được gọi là thương trong phép chia c + di cho 
a + hi và kí hiệu là 

V + di 

1 = --—. 

a + hi 

Ví dụ L Thực hiện phép ch ỉa 4 + 2i cho 1 + ì. 

„ 4 + 2 i 

Giàì. Giả sử 2 — - . Theo định nghĩa, ta có (1 + i)z = 4 + 2/. 

ỉ + i 

Nhãn cả hai vế với số phức liên hợp của 1 + í, ta được 

(1 -0(1 + i)z = (1 ‘0(4 + 20 
suy ra 2.z = 6 - 2/ 


hay 


Vậy 


2 = 1(6-20=3-0 
2 


4 + li 
ỉ + i 

c + di 


= 3 -i. 


Tổng quát, già sử 2 = — a [ ■ Theo định nghĩa phép chia số phức, ta có 

a + hi 

(a + bi)z = r + di. 

Nhân cả hai vế với số phức liôn hợp cùa a + hi, ta được 

(a - hi) ( ơ + bi)z = {a - hi){c + di) 

hay 

(o 2 + /> 2 )z = («<• + bd) + (ad - bc)i. 


Nhân cả hai vế với sò thực 


1 


c ?" + /? 2 


, ta đươc 


z = 


1 


a 2 + b 2 


[(<JC + bd) + (ad - bc){\ 


c + di _ ac + bd ad - bc 
a + bi - + b 1 + a 2 + b 2 


Vậy 











CHỦ Ý 


Trong thưc hành, đê lính thương 
số phức tiên hợp của a + bì. 


V + di 

a + bi 


, ta nhân cả tử và mảu với 



Ví dụ 2, Thực hiện phép chia 3 + 2i cho 2 + 3/. 
Giai 

3 + 2/ _ (3 + 20(2 - 30 _ 12-5/ 
2 + 3/ (2 + 30(2- 3/) ~ 13 


12 _ 5 . 

13 !3 r 


è4 2 


Thực hiện các phép chia sau : 


I + í 6 + 3/ 
2-3/ 1 5/ 


Bãi tộp 


Thực hiộn các phép chia sau : 

2 + í 


a) 


c) 


3 - 2/ 
5/ 

2 - 3/ 


b> 


d> 


1 + ìS . 

2 + iS ; 

5-2/ 


1 


2, Tim nghịch đảo - cua số phức z, biết 

2 

a) z = I + 2/ ; 
c) 2 = /; 

3. 'lììực hiện các phép tính sau : 
a) 2/(3 + 0(2 + 40 ; 

c) 3 + 2/ + (6 + 0(5 + 0 ỉ 


b) 2 =4Ĩ - 3/ ; 
d) 2=5+ 0 / 3 . 


b) 


(l + 0 2 (2i) 3 


-2 + i 


d) 4 - 3/ + 


5 + 4/ 
3 + 6/ 













4. Giải các phương trình sau : 

a) (3 - 2i)x + (4 + 5i) = 7 + 3/; 

b) (1 + 3i)x - (2 + 5í) = (2 + i)jr ; 

c) —í— + (2 - 3i) = 5 - 2i. 

4 - 3/ 



PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI VỚI 
HỆ SỐ THỰC 

_*_ B 


1. Căn bậc hai của SỐ thực âm 

* k 


r *Thế nào ỉà cân bậc hai của số thực dương ii ? 


Tương tự cân bậc hai cùa một số thực dương, từ đẩng thức/ * 1 2 = -1, ta nối i là 

một căn bậc hai cùa -I ; -ỉ cũng ià một cân bậc hai của -1, vì(-/) 2 = -1. Từ 
đó, ta xác định được căn bậc hai của các số thực âm, chẳng hạn : 

Căn bậc hai của -2 là±/-v/2 , vì (± ịyỊĨÝ' = -2 ; 

Càn bậc hai của -3 tà ± i\fị , vì (± / 1/3 ) 2 = “3 ; 


Cãn bậc hai của -4 ĩà± 2/, vì (± 2/) 2 = -4, 

Tổng quát, các càn bậc hai của số thực a < 0 là ± iyỊịũị. 


2. Phương trình bậc hai với hệ số thực 


Cho phương trình bậc hai ax 2 + hx + V = 0 với a,b,c eR, £/*0. Xét biột 
số A - b 2 - 4 ac của phương trình. Ta thấy : 

* Khi ủ = 0, phương trình có một nghiêm thực X 

2a 




♦ Khi A > 0, có hai càn bậc hai (Ihực) của À là ±VÃ và phương irình có 
hai nghiệm thực phân biộL dược xác định bởi công thức 

—h ± ^/Ã 


A 



la 


* 


• Khi A < 0 phương trình không có nghiêm thực vì khống tồn tại cân bậc 
hai thực của A. 

Tuy nhiên, trong trường hợpA < 0, nếu xét trong tập hợp số phức, ta vẫn 
có hai cản bậc hai ảo của A là± íựịÃỊ. Khi dó, phương trình có hai nghiệm 


phức dược xác định bời còng thức 


X },2 = 


-b ± 


la 


Vỉ dạ. Giải phương trình X 2 + X +1=0 trèn tập hợp số phức. 

Ta có A = 1 - 4 = -3. Vậy phương trình dã cho có hai nghiêm phức là 

-1 ± ij 3 

"L2 - — • 


NHẬN XÉT 

Trẽn tập hựp số phức, mọi phương trình bậc hai đẻu có hai 
nghiệm (khồng nhất thiết phân biệt). 

Tổng quát, người ta dà chứng minh dược rằng mọi phương 
trình bậc n > \ 

■p 

a ữ x n + + ... + (i„-ỉX + a n - 0 . 

trong đó a 0 , a x , .... ư n E c, a ọ * 0 đổu có n nghiệm phức 
(các nghiệm không nhất thiết phân biệt). 

Đó 1 à dình Ií cơ bàn củá Đại số học. 

I * ■ 


Bãi tập 

1 , Tìm cấc căn bậc hai phức của các sổ sau : 

-7;-8 ;-12;-20;-121. 



2 . Giải các phương Lrình sau trẻn tập hợp sổ phức : 

a) -3x 2 + 2x -1=0; 

b) Ix + 3.V + 2 = 0; 

c) 5.v 2 - 7.V + 1 I = 0, 

3. Giải các phương trình sau trên tập hợp sổ phức : 

a) .v 4 + ,í 2 - 6 = 0; 

b) .v 4 + 7.V 2 + 10 = 0. 

4» Chơ a, b, c e IR. ư * 0» : 2 là hai nghiệm (thực hoặc phức) của phương 

irìnht/A^ + bx + c =0. Hày Lính Zị + “2 và Zị .12 theo các hẽ sổ a, b, c. 

5. Cho r = í/ + bi là một sô phức* I í ày tìm một phương trình bậc hai với hệ số 
thực nhận : và : ỉàm nghiệm. 


BÀI ĐOC THÊM 



PHƯƠNG TRÌNH ĐẠI 

___ a 



Phương trình đạí số là phương trình dạng 

tí ồ x’ +ư,.C“ 1 +.M + « ÍJ .,.v + ểr w = 0, 

trong đò n lè một số nguyên dương ; í/y. dị . 4i n lè cảc số đâ cho và được gọi íà 

các hệ số của phương trình, X fà ẩn số và là số phải tỉm. Nếu d p *0 thi n là bậc 
của phương trình. 

Việc nghiên cứu sự tổn tại nghiệm của phương trinh đại sỗ' và tìm công thức tính 
nghiêm cùa nó dà thu hút cõng sức cùa nhiều nhà toán học. trong nhiều thế kỉ. 
Chính từ những nghiên cứu đó đâ ra đời ngành Đại số vồ thúc đẩỵ sự phát triển 
của nhiều lĩnh vực toán học khác. 

Từ 2000 nãm trước cỏng nguyên, người Ai Cập và ngưỡỉ Babilon cổ đã biết giải 
các phương trình bậc nhất vè một số trường hợp riêng của các phương trinh bậc 
hai và bậc ba. 

Lí thuyết giải phương trinh bậc hai được trình bày lần đấu tiên trong cuốn sách "Số 
học 1 ' của Đí-ô-phãng (Diophantus), nhà bác học cổ Hi Lạp thế kỉ (II. cắn chú ý rằng 



vấn để có nghiệm của phương trình đạì số luôn gắn với sự mở rộng cảc tập hợp sổ. 
Chảng hạn, phương trình X + 3 = 0 không có nghiệm trong tập hợp số tự nhiên N, 

nhưng có nghiệm trong tập hợp cãc số nguyên z. Phương trình 3x + 2 = 0 không 

có nghiệm trong tập hợp các sò nguyên z, nhưng cỏ nghiệm trong tập hợp các sò 
hữu tỉ Q . 

Tdng quát, trên tập hợp các số hữu ti Q mọi phương trình bậc nhất đểu có 
nghiêm. Nhà việc mở rộng từ tập hợp các số hữu tỉ Q sang tập hợp các sổ 

thựcR, một iớp các phương trinh bậc hai dạng ưx 2 +bx + t=0 vởi biệt số 

A - h 2 -4ac ầ 0 có nghiệm. 

Cồng thức xác định nghiệm của phương trình bậc hai 

-bí^ỉÃ 

X - —-— 

la 

đã được biết từ thế kì thứ VI và đìéu đó thúc đẩy các nhà toán học đì tỉm công 
thức tính nghiệm của các phương trình bậc ba, bậc bốn,„. Tuy nhiên, phải mười 
thế kỉ sau (thế kỉ XVI). cống thức tỉnh nghiêm của phương trình bậc ba và thuật 
toán giải phương trình bậc bôn mới được các nhà toán học Ha-ti-a tìm ra. 

Nghiệm của phương trinh bặc ba 

X* + px + q - 0 {*) 

được cho bởi cõng thức sau (thường gọi là công thức Cảc-đa-nô): 



Các-đa-nô đâ công bổ cồng thức này nạm 1545, trong quyển sách "Nghệ thuật 
lởn của phép giải các phương trình đại số", 

2 3 

Lẽ tự nhiên, ta col biểu thức trên có nghĩa khi đại lượng A =-— + ■— là không âm. 

4 27 

Đại lượng A cũng được gọi là biệt số của phương trình (*). Tuy nhiên, dễ chỉ ra 
những phương trình bậc ba vởí biệt sỗ A < 0, mà vẫn có nghiệm thực. Chảng hạn, 
xét phương trình 

í 3 -7 r+ 6 = 0. 


Phương trình này cố ba nghiệm là -3, 1,2 nhưng biệt số 

100 


.6* <-7) 3 

A — — + ■ 


<0 . 


4 27 27 

Điều đó dẫn đến vỉệc thừa nhận rằng biểu thức 















là có nghĩa và các giá trị của nố Jồ -3, 1. 2, mặc dù biểu thức này chứa căn bậc 
hai cửa một số thực âm. 

Như chúng ta đả thấy, sự thừa nhận cỏ các cãn bậc hai cửa sô' thực âm, bắt đầu 
từ việc đặt i - V-T đâ đẫn đển sự ra đờỉ của tập hợp các sò phức, 

Đổng thời với việc sáng tạo ra các số phức, người ta chứng minh được rằng mọl 

phương trình đại số bậc n £ ] với hệ sổ phức đều cố n nghiệm phức (các nghiêm 
không nhất thiết phân biệt). 

Như vậy, việc mở rộng các tập hợp sổ gắn với vấn đề cớ nghiệm của các phương 
trinh đại sò đã dừng lại ở tập hợp các số phức. 

Tuy nhiên, các nhà toán học vẫn theo đudi bài toán tìm công thức nghiệm dưới 
dạng bieu thức chứa cân thửc cho các phương trình bậc lớn hơn hoặc bằng 5. 

Gần 300 nỗm sau khỉ tìm ra còng thức Cảc-đa-nô, năm 1826, A-ben (Abel), nhà toán 
học Na Uy đả chứng minh được rằng không có một cõng thức nghiệm như vậy cho 
các phựơng trình bậc lớn hơn hoâc băng nâm với hệ số bang chữ, Hơn nữa, nhà toán 
Pháp Ga-loa (Galoìs), năm 1830 còn giải được trọn vẹn bài toán : 'Trong những 
đều kiện nào, một phương trình đại số giải được bằng cân thức ? h . Công trinh thien 
tải của Ga-ioa đặt nên móng cho sự phát triển cùa Đại số hiện đại. 


Ôn tạp chương 4 


1. Số phức thoả mãn diều kiện nào thì có diểm biểu diẻn ở phán gạch chéo 
trong các hình 71 a, b, c) ? 



Hình 71 

2. Thế nào là phần thực, phần ảo, môđun cùa một số phức ? 


Viết công thức tính mổdun của một số phức theo phần thực và phần ảo của nó. 

3* Tìm mối liên hô gíửa khái niệm môđun và khái niệm giá trị tuyệt đối cùa 
một số thực. 


4. Néu định nghĩa sô phức Hén hợp của số phức z. Sứ phức nào bâng sô phức 
liên hợp cùa nó ? 














5. Trên mặt phầng toạ độ, tìm tập hợp điếm biểu diền các sò phức r íhoà mãn 
từng điều kiện : 

a) Phần thực cua r bằng ] : 

b) Phần ảo của z băng -2 ; 

c) Phần thực của z thuộc đoạn [-1 ; 2], phần ảo cúa 3 thuộc đoạn [0; ] ]; 

d) UI < 2. 

6. Tìm các số thực X, y sao cho : 

a) 3-1' + yi — 2y + 1 + (2 - x)ì ; b) 2x + y - I = (x + 2y — 5)ì. 

7. Chứng tò răng vớĩ mọi số phức r, ta luôn có phần thực và phần ảo của r 
không vượt quá mồđun cùa nó. 

8 . Thực hiện các phép tính sau : 

a) (3 + 201(2 - 0 + (3 - 20] ; b) (4 - 30 + ; 

2 + / 


c) (1 + o 2 - (1 - o 2 ; 


3 + / 4-3/ 

d) T— - ——■ 
2 + ị 2 —í 


9. Giải các phưcrng trình sau trên tập số phức : 

a) (3 + 4/).v + (1 - 30 = 2 + 5/ ; b) (4 + 7 i)x - (5 - 20 = 6ữ. 

10. Giải các phương trình sau trốn tạp số phức : 

a) 3.V 2 + l.x + 8 =0; b) -V 4 - 8 = 0 ; c)a 4 -I=0. 

11. Tim hai số phức, biết tổng của chúng bàng 3 và tích cua chúng bằng 4. 

12. Cho hai số phức Iị, -2 ■ Biẽì rằng r i + = 2 và -1 Z 2 là hai số thực. Chứng tỏ 
rằng -\,-2 là hai nghiệm cùa một phương trình bậc hai với hệ sò thực. 


Bài tộp trốc nghiệm 


1. Số nào trong các số sau là số thực ? 

(A)(73 + 20 - (>/3 - 20; 


(B) (2+ (>/5)+ (2-/75); 


<D,4±i 


(C) (1 +/T3) 2 ; 






Sô' nào trong các số sau là số ảo ? 
(A) (yỉĩ + 3() + (JĨ- 30 ; 

(C) (2 + 2/) 2 ; 


(B) (V2 + 3i).(V2 - 3i) ; 


<n> 


3 + 2/ 


2-3/ 

Đẳng thức nào trong các dàng thức sau là đúng ? 


(A) í 1977 =-| ; 
(C) í 2005 = 1 : 



Đãng thức nào trong các đảng thức sau là đúng ? 


(A) (l+/) s = -16 ; 
(C)(l+jf =16; 


(B) (1 + if = 16/ ; 
(D)(l + /)* = -16/. 


lỉiêt răng nghịch đáo của sô phức : băng sô phức liên hợp của nó, 
kếl luận sau, kết luận nào là đúng ? 


(A) z € R; 

(C) : là một sổ ào ; 


(B) |z| = 1 ; 
(D) |z| = -l. 


Trong các kết luận sau, kết luận nào là sai ? 

(A) Môdun cùa số phức c là một số thực. 

(B) Mỏdun của số phức z là một số phức. 

(C) Mỏdun của số phức z là một số thực dưtmg. 

(D) Môdun của số phức 2 là một sô thực không àtn, 



ÔN TẬP CUỐI NĂM 


I - Câu hỏi 

1 . Định nghĩa sự dơn diệu (đổng biến, nghịch biến) cùa mốt hàm số trên 
mội khoảng. 

2. Phát biểu các điều kiện cán và đủ để hàm sô' fịx) đơn điệu trên một khoảng. 

3. Phát biểu các dicu kiẻn dủ để hàm số fịx) có cực trị (cực dại, cực tiểu) tạ Ị 

diểm Xq. 

4. Nêu sơ dổ khảo sát sự biến thiên và vẽ dổ thị của hàm số. 

5. Nêu định nghĩa và các tính chất cơ bản của lôgaril. 

6. Phái biểu các định lí VỂ quy lác tính lổgarit, cồng thức đổi Cữ số cua lồgarit. 

7. Nêu tính chất của hàm sô' mũ, hàm sổ lôgarit, mối liên hộ giừa đổ thị Cấc 

hàm sô' mũ và hàm sô' lồgarii cùng cơ số. 

K. Ncu dinh nghĩa và các phương pháp tính nguyên hàm 

9, Nêu dịnh nghĩa và các phương pháp tính tích phân. 

10, Nhắc lại các định nghĩa số phức, sớ' phức liên hợp, môdun cùa số phức. 
Bì cu diẻn hình học của sô' phức. 

II - Bài tập 

1. Cho hàm sô' fịx) = ưx 2 — 2 (a + ĩ)x + a + 2 (a ^ 0). 

a) Chứng lò rằng phương trình f(x) = 0 luôn có nghiệm thực. Tính các 
nghiêm đó. 

b) Tính tổng s và tích p của các nghiệm cua phương trình f(x) = 0. Khảo 
sát sự biến thiên và vẽ đổ thị của 5 và p theo a, 

2 . Cho hàm số y = + (ư - l)jf 2 + (ư + 3)x - 4. 

3 

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ dồ thị (C) của hàm số khi £1 = 0. 

b) Tính diộn tích hình phảng giới hạn bời (C) và các dường thẳng y = 0, 

X = -1, X =■ I. 


3. Cho hàm sổ y = A V ux 2 + bx +1. 

ã) Tim a và b dể đồ thị cùa hàm sổ di qua hai điểm A( 1 ; 2) và B (-2 ; -1). 

b) Khảo sál sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) cùa hàm số ứng với các giá trị 
tìm dược của ứ và b. 

c) Tính thể tích vật thô tròn xoay thu dược khi quay hình phảng giới hạn 
bời các đường y = 0, x — 0, X = i và đồ thị (C) xung quanh trục hoành. 

4. Xét chuyển dộng thảng xác định bởi phương trình 

!•(/) = lf 4 -t 3 +Ị--3/, 

4 2 

trong đó t dược tính bầng giây và s dược tinh bằng mét. 

a) Tính v(2), u(2), biết vịt). o(D lán lượt là vận tổc, gia tổc của chuyển 
dộng dã cho. 

b) Tìm thời diếm / mà tại dó vận tốc bằng 0. 

5. Cho hàm số y = A 4 + ax 2 + b. 

3 

a) Tính a, b dể hàm số có cực trị bàng ^ khi X = 1. 

. 1 

b) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đổ thị (C) cùa hàm sô' dã cho khi a = , 

b = 1. 

c) Viết phương trình tiếp tuyến của (C) tại các điém có lung dỡ bảng 1. 

X — 2 

6. Cho hàm sd y = ——--. 

X + m - l 

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ dồ thị (C) cùa hàm số khi m = 2. 

b) Viết phương trình tiếp tuyến d cùa đổ thị (C) tại điểm M có hoành đõ 
a ^ — 1. 

2 

Cho hàm số y = —-—. 

2 — X 

a) Khảo sát sự biến thiốn và vẽ dồ thị (C) cùa hàm số dã cho. 

b) Tìm các giao dìổm của (C) và đồ thị cùa hàm số y = X 2 + 1. Viết phương 
trình tiếp tuyến của (C) tại mỗi giao diêm. 

c) Tinh thể tích vật thể tròn xoay thu dược khi quay hình phảng H giới hạn 
bơi dồ thị (C) và các dường thẳng y = 0, Ã = 0, X = 1 xung quanh trục Ox. 


7 . 




1 


8. Tim giá irị lởn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số: 


a) f{x) = 2.V 3 - 3x 2 - Ì2x + í trên đoạn 


- 2 ; 


b) /( x) = X 2 ìnx 

c) f(x) = xe~ x 

đ)f(x) = 2siav 4 sin2jc 

9. Giải các phương trình sau : 

a) 13 2jr+1 —13' — 12 = 0 ; 

b) (3 jí +2 jr )(3 x +3.2 jr ) = 8.6 jt ; 


trên doạn [1 ; e ]; 

trên nửa khoảng 10 : 4 00 ); 


trên đoạn 



c ^ log V3^ “ 2>- lags -r = 2.Iog 3 (j: - 2) ; 


d) log 2 X - 5 log 2 X 4 6 = 0, 

10, Giải các bất phương trình sau : 

2 X 

a) —-—- Ẩ 2 ; 


b) 


Ị \iog 2 (A- 2 -D 


> 1 


\£J 


c) log 2 X 4 31ogjr > 4; 


d) Ịzj£ẫi£ s Ị 

1 + log 2 X 4 

11. Tính các tích phân sau bàng phương pháp tích phân từng phần : 

K 


b) )jg- 

ị sin 2 X 


a) ị>fx\nxdx; 

1 

6 

* 0 

c) J(tĩ - *)sin jcdr ; d) J(2jc 4 3)e~ x dx ; 

0 -1 

12. Tính các tích phân sau bầng phương pháp đổi biến số : 














3 

,, ‘ S f d\ . 

b) ^ (dật X = ~ tan o ; 

^9 + 25.v 2 5 

5 

n 

2 

c) Js in 3 A' cos 4 X dv (đật tí - cos X ); 

0 

n 

„ 4 f <y/ĩ + tan Ã / t -_■ ■ 

d) 1 —— —J dv (dật» = vl + tan Á ). 

\ cos 2 X 
4 

13, Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường : 

2 

a) y = X + 1 T X = -h X = 2 và trục hoành ; 

b) y = ìru\ X - “, X = e và trục hoành, 

e 

14. Tim thể tích vật thể tròn xoay thu dược khi qay hình phảng giới hạn bởi 
các đường y - 2x 2 và y = X 3 xung quanh trục Ox. 

15, Giải các phương trìh sau trẽn tập sô' phức : 

a) (3 + 2/)x “ (4 + li) - 2 - 5i ; 

b) (7 - 3i)x + (2 + 30 = (5 - 4 i)x ; 

c) A 2 - 2x +13 = 0 ; 
đ)A 4 - X 2 -6 = 0. 

16. Trên mặt phảng toạ dộ, hãy tìm tâp hợp điểm biểu diẻn sổ phức z thoả mãn 
từng bất đẳng thức : 

a)|jỊ<2; 


b)|i - i| < 1; 


c) \z - ! — f| < 1. 






ĐÁP SỐ - HƯỚNG DẪN 


CHUÔNG Ị 

§ 1 . 


1* a) Hàm sô' đổng hiến irỄn^-oo; 

!fH : 


nghịch biến trCn 


b) Hàm số đổng biến trốn các khoảng 
(-<* ; -lị và (1 : +30). nghịch biến ìrỗn 

(-7; 1); 

c) Hàm sứ đồng biển trẾn các khoáng 
(-1 ; 0), (1 ; +O 0 ). nghịch biến trtn (^30 ; -]), 
{0: Ị); 

ị 2 ì 

d> Hàm số đông biến trên ự); , nghịch 

biến (rốn các khoáng (-00 ; 0),Ị^ ; +ooj. 

2. á) Hàm sổ (lổng bíốn trín các khoảng 

(-* : ỉ), (1 ; +00) ; 

b) Hàm sổ nghịch biến iren các khoáng 

(-« ; I). (ĩ ; +00) ; 

c) Hàm số nghịch biến trẺn nửa khoáng 

(-00 ; 4| f (lổng biến irín nửa khoảng 

|5 ; +0C) ; 

d) Hàm số nghịch biên trỄn các khoáng 
(-0° : -3), (-3 ; 3), (3 ; +ao). 

3. HD. Xét dấu y\ 

4. HD. Xét dấu y. 

5. HD. Khào sát sự biến thiên của các hàm 


áng (o ;f) 


SỔ sau trân khoảng 
a > /co = lan X - X ; 

b)tf{.i) = tan .r - .r - . 

3 

§ 2 . 

1. a) — -3 . = 2 ; b) JT~ = 0; 


CD ~ 1 

; Xgj. 

3 

1 ^ 
II 

.3 

x cr 


diỂm cực trị ; e).^ = ^, 

2. a) — 0 1 Xqỵ — i I \ 

h)x CĐ 

X CT “ ~T + ^ ĨĨ ^ e Z) ; 

o 

'*CD = ™ + t X£J- = + (2t + ])ít Ị 

d) ^£1} = ”11 = ^' 

3. HD. Sử dụng định nghía cực trị. 

4. HD. Xét dấu y, 

- , _ 9 36 

5 5 

. . „_ 81 ,400 

noăc <7 = — :b> —— . 

25 243 

6. m = -3. 

§3. 

1, a) Trên I-4 ; 4] : min^--41, 
max y = 40 ; 

Trén |0 ; 5| : min^ - 8 , max> = 40. 

b) TrỄn |0 ; 31 : max y - 56 . 

I 

min V = . 

4 

Trên Ị2 ; 5] : min y = 6 . max y = 552 . 

2 

c) Trẽn (2 ; 4] :min> = 0: max y --T . 

' 3 

Trôn (-3 : -2] :miny = -j; maxy = í-. 
đ) Trên ["I ; 1]: míny- l; maxy = 3. 


2. Hình vuông cạnh 4 cm, 

3. Hình vuông cạnh 4>/3 m. 

4, a) max y = 4 , b) max y = \. 

5, a) min ỵ = 0 , b) min y = 4. 

§4. 

I. a) Tiộm cận đứng A' = 2 ; 

Tiôm cận ngang y = -1. 

b) Tiệm cân dứng X = -1 ; 

Tíủm cận ngang V = -1. 

_ 2 
c} Tiêm cặn dứng X - — ; 


Tiệm cạn ngang y = . 


d) TiỌm cận đứng X = 0. 

Tiệm cận ngang y = - 1. 

2. a) Haí tiệm cận dứng X = ±3 ; 
Tiệm cặn ngang y = 0. 


b) Tiệm cận đứng \ = — I và X = - ; 


Tiệm cận ngang y - - 


l 

5 


c) Tiệm cận dứng X = -I ; 
đ) Tiệm cân dứng JC = 1 ; 

Tiộm cận ngang y = 1. 

§5. 

4. a) Một nghiệm ; b) Một nghiệm ; 
c) Hai nghiâm. 

5. b) Vớì m < -2 hoặc m>2: có 
nghiệm. 

m = -2 hoậc m = 2 : có hai nghiệm. 


-2 < m < 2 : có ba nghiệm. 

6. b) m =í 2, 

1, a)m =- 7 ; c)j = 2 x-- 7 ,y- 

4 4 4 



9. a) m = 0 ; c) y -2x - l. 


một 


ÔN TẬP CHUÔNG ỉ 

5. b) i) m 2 I ii) m < 2 ; 

6. b) t) < X < 4 ; c) V — 9a + 6. 

7. b) m < 2 hoặc m > 10 : mội nghiệm ; 
m = 2. m - 10 : hai nghiẹm ; 

2 < m < 10 : ba nghiệm ; 
c) y = -2x + 1. 

8. a) = l ; b) m * 1 ; c) m < 0. 

9 . b) V = 4 .C 4 3 và y = - 4 x 4 3 . 
c) m < “6 : vô nghiẹm ; 

m - 6 : 2 nghiệm ; 

-6 < m < 3 : 4 nghiệm ; 
m = 3 : 3 nghiệm ; 
m > 3:2 nghiệm. 

10. a) m íO: một cực dại; m > 0 : hai cực đại 
và một cực tiếu, b) Vm ; c) m > 0. 

11. c) m = 3. 

12. a) Vở nghiệm ; b)±~4*2rc ,A' e z. 

17 „ 145 
c,v 4 M 
Bài táp trác nghiệm 

1. Bỉ 2. A ; 3. B; 4. C; 5. B. 


CHUÔNG 2 

« 1 . 

1, a) 9 ; b) K ’ c) 40 ; d) 121 


ị . t i 

2, a)tí*;h)b(h>0ỵ c) 0 (ư > 0); d) b*> 

3. a) 2" 1 ; l 375 ; 


(ỊỴ 3 

L 2; 


b) 98° ; 325 ; (2) . 

4, a) a (ơ > 0); b) I (b > 0, b * I); 

c) -“= (a >0,b>Q,a*h) ] 

ìĩãb 

d) yfữb (tí > 0 , h > 0 , ti" + > 0 ). 





§ 2 . 

I. a)(-co:l);b)(—v/ĩiVĨ); 

c)R\(-l ; U ; d)í~GO ; -l)u<2 ; +oo). 


2. a) ị(4.r-JX2x 2 -x + l)~3 ; 

3 

3 

b) ^(2x + ])(4-x-x 2 ) 4 ; 

4 

- *_! 

c) y(3jr + l)ỉ ; 

d) - 75 ( 5 -*)'®-'. 

4. a) tớn hơn ; b) nhò hơn ; 

c) nhò hơn ; d) lớn hơn. 
s. a), b) nhỏ hơn ; c) lớn hơn. 

§3. 

1. a) -3 ; b)~ị;c)ị; d) 3. 

2 4 

2. a) 9 ; b)2i/2 ; c) 16 ì d)9. 

3. a) ^; b) 4 log tf |b|. 

mĩ 

4. a) lớn hơn ; b) nhò hơn ; c) lớn hơn. 

5. a)2í/+b + l; b)—!— 

ao-r) 

§4. 

3. )■ ;0)u(2 ;+co); 

c){-<© ; í)u(3;+»); d)^—»; 


5* a) y' = 6x- —+4cosx 

X 


b) /- 


2x +1 


c) ?w 


(x z +x + ỉ)lnlO 
I-lnx 


X 1 in 3 


§5. 


1, a)x»-^; b)x = -2; 


c) X = 0 hoạc X = 3 ; d) X = 9. 

2. a)x = 2; b)x= 3 ;c)x-1; d)x = ữ, 

3. a) vỗ nghiôm ■ b) X = 7 ; c) X = 6 ; 

d) x = 5. 

4. a) X = 2 ; b) X = 5 ; c) X = 8. 

§ 6 . 

1. a )X < 1 hoạcx>2; b)” 5 X 5 1; 

c) X 5 l; d) X < 0 hoâc X > 1. 

5 

2. a) X 5 -30 ; b) "7 < * < 3 ;c)x>3; 

3 

d) 95 xá 27. 

ỔN TẬP CHLDNG 2 

4. a)RMU ;b)(- 0 ũ ; I)u^ỉ ; +oc j; 

c) (—O0 ; — 3)w(4 ;+oo);d)[0; +oo). 

5. 5. 

6. a) 8 ; b) II. 

7. â) X = -3 ; b) X = 0, X = 1 ; c) X ■ 1 ; 

d) X = 8 ; e) X = 27 ; 0 X - 4. 

9 

8. a).ĩằ-;b)x<-l; 

2 

c) —< lx| < Vĩ ; d) 0,008 < X < 0,04. 

2 V 2 

Bài tập trác nghiệm 

I. (B); 2. (Q; 3. (B); 4. (C) ỉ 5. (B> ; 

6. (C); 7. (B). 


CHUƠNG3 

81. 


1. 


a) e~ x và ~e x là nguyồn hàm của nhau. 

b) sin 2 X tà một nguyên hàm của sin 2x, 



là mỏt nguyên hàm của 





3 ị 6 ĩ 3 ị 

2* a )ị.<ĩ+^x*+ịj +C; 

5 7 2 

b) * tn2 ~ l + c; c)-2cot2x + c; 

^{In2-D 

d) --í -Ị-cos8x + cos2x l + c; 

4 U J 

e) tanx-x + c; 

g) -Ỉ^+Ci 


h){]n 

3 


)+x 


1 — 2x 


+ c. 


TO. -_L_-ỉf T i- + JLl 

(l + x)(1-2 t) 3U+X \-lx) 

5 

3. a}-~(l~.i) 10 +C; b)ị(l + x 2 )2 +c ; 
10 5 


c) —Ị-cok 4 X+c; 
4 




! 


I +t* 


X 


■ + c 


//D. 


1 e* 

e* +e * + 2 _ (f'+1) 3 


4, a)ị(jr 2 “1)ln(l + x)-ịx 2 +4 + C\ 
2 4 2 

b) * J (x 2 -l) + C; 

c) ~^-cos(2x + l)+^sm(2jf + 1)+c; 

2 4 

d) (I-x)sinx-eosx+C. 

§ 2 . 

1. a)-4=(3^/9-l>;b)0;c)ln2; 

1(W4 

d) llị ;e)í-3ln2;g)0. 

3 3 

2 . a) 1 ; b)~ ; c)ể-+^; d) 0 . 

4 2 


3. a) ? : b) T 1 c ) lníí +<> ) • 7* 

3 4 o 

4. a) 2 ; b)ệ<- 3 +1; c) 21n2 - 1 ; 
d) -]. 

5. a)4Ì;b)I + ln| ; c) ĩln^. 

6 . 

42 

§3. 

1. a)^ ; b)e+-.-2 ; c)9, 

2 f 


2 . 

3. 


8 

3 

97T-2 

3rt+2 


4. b)“c)Tĩ| l“ì- 

15 2 V. 4j 

5 . a)^-(co$a -cos 3 a)t^ 0 ắơ ; 


t>) V' mỉK tại cosa 


V3 


ÔN TẬP CHUÔNG 3 

3. h) ịx* -Ị^-x 3 +3x 2 -X + c ; 
2 3 

b) ——cos4x—-“-cos8x + c ì 
8 32 


c) ị ln 


1 + * 


2 ll-x 


+ c; 


d) ì-e ĩx + 3e x -X + c. 

3 2 

a) (x - 2)cos X - sin X + c ; 


b> 


2j +-J +2-/Ĩ+C; 


4. 

















oị^-^+A+C; 

■£* 

dìitan^-^+C; 

2 . 2 2 ỉ 1 

e)“(A + i ) 2 -^x 2 +c ; g)"ífi 


]+x 


2-x 


+ c 


s ' a) 3 :b) ^ :c> ^ (13< ' &-l):d>2 '^- 


*• “í ; b>—i— : c) ^-+1] In 2 ; 

K in 2 2 

d)~ln3 ;c)l+| : g)y+y. 

Bài tập trác nghỉệm 

L (C), 2. (D); 3 . (B); 4. (C) : 

5. a) (C), b)(B); 6 .(D). 


CHUÔNG 4 

§i 


1. a) Phần ihực là 1, phán ảo là -K. 

b) Phẩn thực ik 75, phán ảo là -L 

c) Phán thực là 275 , phán ào là 0. 

d) Phần Ihực là 0 . phần ảo là - 7 , 


2 . 



1-75 

2 



c) X = 0, V = L 

3. a) Dường thảng song song vàtOy, cát 
ờx tại díôm (-2 ; 0 ). 

b) Đường thảng song song với Ox, cái Oy 
tại điểm (0 ; 3 ). 

c) Các điểm nằm trong phần mặt phàng 

toạ độ giới hạn bời hai dường X - -1 và 
JC = 2. 


d) Các điểm nằm Irong phần mặt phảng toạ 
dộ giói hạn bơi hai dường y = ) vhy- 3 t kế 
cá các diểm nàm trẽn hai dường này. 

e) Các điểm nàm trong hình vuông giới 
hạn bởi các đường X - -2 ; jr = 2 1 y = -2 \ 


y - 2 kẽ cà các điểm nảm trôn các cạnh 
cùa nó. 

4. a) |zỊ = 77 ;b) M = 7ĨT; 
c)jzỊ = 5 ; d)|í| = 75. 

5. a) Đường tròn tâm o bán kính 1. 

b) Hình tròn tâm ỡ bán kính 1. 

c) Hình vãnh khăn giới hạn bời đường 
tròn lâm o bán kính 2 và dường tròn làm 
o bán kính 1, kể cá các đièm trên đường 
tròn tam o bán kính 2. 

d) Lả giao đíém của đường tròn lâm o 
bán kính 1 và dường y = l. 

6. a)z = l+/75 ; b)ĩ =-75-/75; 

c)z -5; d) ĩ = -7i. 


1. a>5-/; b)-3-lQi; 
c)-l+J0í' ; <0-3 +ĩ. 

2 . a)a + /? = 3+2i; ữ-/3 = 3-2i t 

b) a + p = 1 + 4/; a - p - I - 8/ ; 

c) a + ộ - 2i; a -/? 3= 12/; 

d) a + /? = 19-2/; ữ -p = 11 + 2/. 

3. a)-13/; b) -10-4/; 
c)20 + 15/; d)20-8/. 

4. / 3 = -i. / 4 =l,/ s = /. 


Nếu *4(f + r t QZr<4 thì /' 1 =i r . 
5. a) -5 + 1 2/; b) -46+9/. 

§3. 


7. ..2 + 76 275-75. 


1. a)-T + Tr/;b) 

13 13 7 

^ 15 10. ^ 

c) — 7 —+"“/; d)-2-5i 
13 13 

, 2; .,75 , 3 . 

2 . a)^—7/; b -77+7-/ ; 

55 11 II 

5 75 
2 » 28 


-I ■ 
1 I 











3. a)-28+4f'; b)—: 

... nil(h 2l9 153. 
c}32 + I3i; d)- 7 — i. 

45 45 

H 9 

4. ít)jc = i;b) X = ]C)x = ì5-5i. 

5 5 

§4. 

I, ±iV? ; ±2/Vĩ; ±2Í jĩ : ±2fVÌ ; ±11/ 


2. a) x t , = 


1±/V2 


; b) -r, , - 


-3±/^47 


1 . 2 ” 3 
7±ijm 


14 


c).v 1<2 = 


10 


3. a).Vị 2 =±V2 ; Xj 4 = ±#V3. 

b) x ĩ2 = ±m/Ĩ; a 34 =±íV5. 


, . / 

4. I|+r 2 ----;z l r 2 =—, 

14 tì ‘ 4 ơ 

5. X 2 - 2ax + a 2 + /í" - 0. 


ÔN TẬP CHUÔNG 4 

1. a) Số phức có phần thực lớn hơn hoặc 
bảng 1. 

b) Số phức có phẩn ảo thuộc doạn 
1-1 :2|. 

c) Số phức có phán thực thuộc đoạn [-1 ; 11 
và mổdun không vượt quá 2. 

3. Nếu số phức là một sổ thực thì môđun 
của nó chính là giá trị tuyệt đổi của nó. 

4. 1 =Fkhi và chỉ khi z e K . 

5. a) Đường X = 1, b) Đường y = -2, 

c) Hình chừ nhạt giới hạn bởi các dường 
X = - 1 ; X = 2 ; y = 0 L y = 1. 

d) Hình tròn tam o bán kính 2. 

6, ỉi) X = 1 ; y - l ; b) X = -1 ; y = 3. 

23 14 . 

8. a) 21 + i ; b )-jr--TÌ ; 

5 5 

. , -4 [ . 

c) 4/; d) —-+T' ■ 

5 5 


„ _7 4 . x 1« 13 

’• a) r 5 5 ;b ■ t= l7 17 

10. a)jr, , = lIíí^íỊ b).r u = ; 

' Ố 

* i t =±iìfc. c).t u =±l.A ]4 =±i'. 

„ 3 + iV7 _ 3-i-v/7 

11. Z| — «'2 ” 2 

12. Đặt Zị + z 2 = ơ; S| z 2 - b ; a.b e R. 
z r z 2 là hai nghiỗm cùa phương trình 

X 2 - (IX + h = 0 . 

Bài tạp trác nghiệm 

1. (B). 2. (C). 3. (B). 4, (C). 5. (B). 6. (C). 


ÔN TẬP CUỐI NẢM 


I . a) X. - 1 ; x 7 = I + —. 
1 * a 


b)S = 2 + --.P-\+- 

Ú a 

2 . b)f. 


3 , a) (I = 1. h = -1 ; c) 


134« 

105 


4. a) v(2) =-5, ơ{2) = ỉ ;b)f=3. 

5 

5. a) « = -2,h = “ : 

I I _ 11 

C)pl ^ = rv * = V2 2 

3 , ư-2 

6. b)y = —^-U-ơ)+' 


(« + !) 

I 


ÍI +1 


7 . b) > = — JT+1 vi> = 2jr . c )V = 2n . 

8. a)GTNN /(2) = -l9.CTLN/H) = 8. 

b) GTNN /(1) =0,GTLN f(e) = e 2 . 

c) GTNN /(0) = 0, GTLN /{1> = ì . 

e 












d) GTNN/fyj - -2 , 

gtln/(ị)-2^. 

9. a) X - 0 ; b) Jt| — Q t *2 = log 3 3: 

2 

')*1 =3.x 2 =S;d)jr, = 4.*J=8. 

10, a)(-«o;0)ul1;+oo>; 

b) (-^2;-1)0(1;-^); 

C)(0: TÕOÕÕ )U,10:+4C); 

d)(ữ,—)^[2 ;-hjo) . 

4,4 ,, 

1 l.a)ụ(5e° +1); b}-^» + ln2; 

c) n ; d) 3e “ 5. 


12. a) Ỉ|n3; b)-í- ;c)Ậ;d)^. 

8 180 35 3 

13. a) 6; b)2^1~j. 


14. 


256ĩt 


15.&) 


35 

22 


13 


6 . 7 4 

; b) “™Y ; 
13 5 5 


c) Jt[ = 1 + 2yỈ3i t Ẩ2 = 1 - 2yfỉi ; 

d) x ì2 - ±VỈ t x 34 = ±ja. 

16.a) Hỉnh tròn lầm iạj gốc toạ dộ. bán kính 2, 
khổng kể biẻn. 

b) Hình tròn tam tại (0 ; ỉ), bán kính I. 

c) Hình tròn tầm tại (ỉ ; 1), bán kính 1 
(khổng kể biên). 
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* 

119 

Tích phần 

107 

Tiêm cận dứng 
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